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ABSTRACT
SPECIAL APPLICATIONS OF 
IRREVERSIBLE THERMODYNAMICS
by
YAKOV MICHAEL ZlLBERBERG 
U n i v e r s i t y  o f  New H a m p s h i r e ,  May, 1981
Thermodynamic a n a l y s i s  o f  v a r i o u s  p h y s i c a l  phenomena,  
c h e m i c a l  p r o c e s s e s ,  and  i n d u s t r i a l  i n s t a l l a t i o n  h a s  become 
a v e r y  i m p o r t a n t  p a r t  o f  e n g i n e e r i n g  work .  The e v e r g r o w i n g  
s o p h i s t i c a t i o n  o f  t h e  c o n t e m p o r a r y  t e c h n i c a l  w o r l d  h a s  
b r o u g h t  a b o u t  t h e  n e c e s s i t y  o f  e x t e n s i v e  d e v e l o p m e n t s  and  
a p p l i c a t i o n s  i n  t h e  f i e l d  o f  I r r e v e r s i b l e  Therm odynam ics  
w h ic h  e n a b l e s  one  t o  e f f i c i e n t l y  t r e a t  phenomena t h a t  a r e  
s p a t i a l l y  and  t e m p o r a l l y  n o n - e q u i l i b r i u m  o n e s ,  an d  t h e r e f o r e  
t h e r m o d y n a m i c a l l y  i r r e v e r s i b l e .  The u n a v o i d a b l e  f a c t s  t h a t  
a l l  i n d u s t r i a l  p r o c e s s e s  e x p e r i e n c e  r a n d o m ly  d i s t r i b u t e d  
e x t e r n a l  an d  i n t e r n a l  e x c i t a t i o n s ,  an d  a l s o  t h a t  t h e i r  
v a r i a b l e s ,  b e i n g  a u t o m a t i c a l l y  c o n t r o l l e d ,  f l u c t u a t e  i n  
s p a c e  i n  t i m e ,  r e q u i r e  a  s y s t e m a t i c  im p ro v e m e n ts  o f  t h e  
a d o p t e d  m e th o d s  o f  I r r e v e r s i b l e  Thermodynamic a n a l y s e s  
an d  e v a l u a t i o n s ,  and  c o n t i n u o u s  d e v e lo p m e n t s  o f  new o n e s ,  
e v e rm o re  a c c u r a t e  and  c o n s i s t e n t .
x i i i
The p u r p o s e  o f  t h i s  p r o j e c t  was t o  s y s t e m a t i c a l l y  
p r e s e n t  t h e  e x i s t e n t  m e t h o d s ,  an d  t o  d e v e l o p  some a l t e r n a ­
t i v e  o n e s ,  o f  a n a l y s i s  and  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  m a in  i r r e ­
v e r s i b l e  phenomena t h a t  o c c u r  i n  t h e r m o v i s c o e l a s t i c  s o l i d s  
and  f l u i d s ,  n a m e ly ,  t h e  a b s o r p t i o n  and  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  
sound  waves  an d  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e r m a l  e n e r g y  c o n d u c t i o n  
and  d i s s i p a t i o n  w i t h i n  t h e  s a i d  m e d ia  upon  t h e  phenomena 
i n  d i s c u s s i o n .
The t h e o r e t i c a l  m e th o d s  o f  s u c h  a n a l y s i s ,  s p e c i f i c a l l y  
t h o s e  o f  e v a l u a t i o n  o f  t h e  s p a t i a l  a t t e n u a t i o n s  o f  t h e  sou n d  
wave p r o p a g a t i n g  t h r o u g h  a  t h e r m o v i s c o e l a s t i c  m e d ia  ( s o l i d  
o r  f l u i d )  c o n t a i n  a  s u b s t a n t i a l l y  i n c o m p l e t e  an d  v e r y  
r e s t r i c t e d  i n  i t s  v a l i d i t y  p r o c e d u r e  w h ic h  i s  b a s e d  upon  a 
d i m e n s i o n a l  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n s .  
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  sou n d  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t ,  y ,  d e f i n e d  
a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  mean v a l u e  o f  t h e  m e c h a n i c a l  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n  t o  t w i c e  t h e  mean e n e r g y  f l u x  i n  t h e  wave ,  
i s  d i m e n s i o n a l l y  m o d i f i e d  by  d i v i d i n g  i t  by  t h e  t r a n s v e r s e  
o r  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t i e s  o f  so u n d  i n  a g i v e n  m e d i a ,  w h ic h  
p r o c e d u r e  f o r m a l l y  p e r m i t s  t o  o b t a i n  a  d i m e n s i o n a l l y  c o n s i s ­
t e n t  r e s u l t .  However ,  i t  d o e s  n o t  r e f l e c t  t h e  p h y s i c a l  
n a t u r e  o f  t h e  phenomenon an d  t h e r e f o r e  may n o t ,  i n  g e n e r a l ,  
p r o v i d e  f o r  sou n d  an d  m e a n i n g f u l  e n g i n e e r i n g  r e s u l t s .
An a l t e r n a t i v e  m e th o d  f o r  e v a l u a t i o n  o f  s p a t i a l  
a t t e n u a t i o n s  h a s  b e e n  i n t r o d u c e d ,  w h ic h  employs  n e w ly  
p r o p o s e d  e n e r g y  p a r t i t i o n  an d  s p e c t r a l  t h e o r e m s .  The
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r e s u l t s  o b t a i n e d  f ro m  e v a l u a t i o n  o f  t h e  t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n s  
by  means o f  t h e  p r o p o s e d  m e th o d s  a g r e e  w i t h  t h o s e  w e l l - k n o w n  
o n e s , ' a n d  new r e s u l t s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  f ro m  e v a l u a t i o n  o f  
t h e  s p a t i a l  a t t e n u a t i o n s  by  t h e  same m e a n s ,  w h i c h  a g r e e  w i t h  
some p a r t i a l  r e s u l t s  b e e n  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d ,  b u t  r e n d e r  
a more g e n e r a l i z e d  an d  a p p l i c a b l e  a p p r o a c h .
One f i e l d  w h e re  u n t i l  r e c e n t l y  no i n t e r e s t  w i t h  
r e g a r d s  t o  t h e  m e th o d s  o f  I r r e v e r s i b l e  Therm odynam ics  h a s  
b e e n  d i s p l a y e d  i s  t h e  Thermodynamics  o f  Power  an d  R e f r i g e r ­
a t i o n  C y c l e s .  However ,  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  p a r t i c u l a r l y  
when A u t o m a t i c  C o n t r o l  Sys tem s  h a v e  become an  i n t e g r a l  p a r t  
o f  t h i s  t y p e  o f  i n d u s t r i a l  i n s t a l l a t i o n s ,  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  
and  c h a r a c t e r i s t i c  p a r a m e t e r s  o f  t h e  w o r k in g  r e g i m e s  e x p e r i e n c e  
t e m p o r a l  f l u c t u a t i o n s ,  w h ic h ,  i f  t h e  s y s t e m  h a s  b e e n  d e s i g n e d  
w i t h o u t  p r o p e r  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  s t a t e d  f a c t s ,  i n t r o d u c e  
a d d i t i o n a l  i r r e v e r s i b i l i t i e s  t h a t  m u s t  b e  a c c o u n t e d  f o r .
The m o s t  i m p o r t a n t  p a r t  o f  s u c h  a n a l y s i s  i s  t h e  e v a l u a t i o n  
o f  t h e  t i m e l y  r a t e  o f  e n t r o p y  p r o d u c t i o n .  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  
a m a t h e m a t i c a l  m ode l  o f  a R e f r i g e r a t i o n  M ach ine  h a s  b e e n  
d e v e l o p e d  an d  p r e s e n t e d ,  w h ic h  i n t e r c o n n e c t s  t h e  dy n am ics  
o f  t h e  t e m p o r a l  c h a n g e s  o f  t h e  v a r i a b l e s  an d  o f  t h e  t e m p o r a l  
e n e r g y  f l u c t u a t i o n s  w i t h  t h e  r a n d o m ly  d i s t r i b u t e d  c h a n g e s  
i n  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  due t o  p e r f o r m a n c e  o f  a n  A u t o m a t i c  
C o n t r o l  S y s tem .
INTRODUCTION
Thermodynamic a n a l y s i s  o f  v a r i o u s  p h y s i c a l  phenomena,  
c h e m i c a l  p r o c e s s e s ,  and  i n d u s t r i a l  i n s t a l l a t i o n s  became a  v e r y  
f o r c e f u l  and  s i g n i f i c a n t  means o f  e n g i n e e r i n g  w o rk .  The s o -  
c a l l e d  C l a s s i c a l  E n g i n e e r i n g  Thermodynamics  i s  b e i n g  w i d e l y  
a p p l i e d  i n  s c i e n t i f i c  r e s e a r c h ,  an d  as  a  d e s i g n  t o o l  i n  
v a r i o u s  i n d u s t r i e s  a s  w e l l .  However ,  t h e  e v e r g r o w i n g  s o p h i s ­
t i c a t i o n  o f  t h e  c o n t e m p o r a r y  t e c h n i c a l  w o r l d  h a s  r e n d e r e d  t h e  
c l a s s i c a l  m e th o d s  o f  th e rm o d y n am ic  a n a l y s i s  s u f f i c i e n t l y  
l i m i t e d  due t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  a r e  d e v e l o p e d  a s  m e thods  
a p p l i c a b l e  o n l y  t o  s t a t e s  o f  e q u i l i b r i u m ,  q u a s i - e q u i l i b r i u m  
p r o c e s s e s ,  o r  s i t u a t i o n s  t h a t  may o n l y  i n f i n i t e s i m a l l y  d i f f e r  
f rom  t h e  e q u i l i b r i u m  o n e s .
N o n - e q u i l i b r i u m  phenomena and  p r o c e s s e s  d i s p l a y  a  v a s t  
amount o f  p r o p e r t i e s  an d  f e a t u r e s  t h a t  r e n d e r  t h e s e  p r o c e s s e s  
i r r e v e r s i b l e  e v e n  u n d e r  p u r e l y  t h e o r e t i c a l ,  i d e a l  c o n d i t i o n s .  
T h e r e f o r e ,  t h e  s c i e n t i f i c  t r e a t m e n t  o f  n o n - e q u i l i b r i u m  i r r e ­
v e r s i b l e  phenomena r e q u i r e s  s p e c i a l  m e th o d o lo g y  w h ic h  p r i n c i ­
p a l l y  d i f f e r s  f ro m  t h a t  o f  C l a s s i c a l  Therm odynam ics .
The f i r s t  e f f o r t  i n  a p p l i c a t i o n  o f  th e rm o d y n a m ic  c o n ­
s i d e r a t i o n s  t o  n o n - e q u i l i b r i u m  p r o c e s s e s  was u n d e r t a k e n  by W. 
Thompson ( L o rd  K e l v i n )  i n  1 8 5 4 ^ ^ .  He a n a l y z e d  t h e  v a r i o u s  
t h e r m o - e l e c t r i c  phenomena and  e s t a b l i s h e d  t h e  famous r e l a t i o n s  
t h a t  b e a r  h i s  name.  However ,  t h e s e  d e v e lo p m e n t s  were  b a s e d
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2upon a  h y p o t h e s i s  t h a t  c o u l d  n o t  b e  p r o v e d .  An u n s u c c e s s f u l  
a t t e m p t  t o  g e t  i t  p r o v e n  was made by L. B o l t z m a n n v 1 . U n f o r ­
t u n a t e l y  t h i s  h y p o t h e s i s  can  o n l y  b e  p o s t u l a t e d  f o r  t h e r e  
e x i s t s  no  b a s i s  f o r  i t s  p r o o f .  Thom son 's  m e thods  were  
a p p l i e d  t o  v a r i o u s  n o n - e q u i l i b r i u m  phenom ena ,  t o  some o f  them 
u n s u c c e s s f u l l y .  I t  t o o k  much t i m e ,  l a b o r ,  and  e f f o r t  t o  
d e v e lo p  a  c o n s i s t e n t  m e th o d o lo g y  f o r  t h e  m a c r o s c o p i c  d e s c r i p ­
t i o n  o f  n o n - e q u i l i b r i u m  p r o c e s s e s  i n  t h e  fo rm  i t  i s  known t o  
us a t  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  t h a t  i s  t o  s a y ,  t h e  s c i e n c e  b e a r i n g  
t h e  name o f  I r r e v e r s i b l e  The rm odynam ics .
The f u n d a m e n t a l  b a c k g r o u n d  o f  t h e  I r r e v e r s i b l e  Thermo­
dynam ics  i s  t h e  S econd  Law o f  The rm odynam ics .  I t s  c o n te m p o r ­
a r y  f o r m u l a t i o n  i n t r o d u c e s  a  th e rm o d y n a m ic  p r o p e r t y  c a l l e d  
E n t r o p y  a s  a  m e a s u re  o f  i r r e v e r s i b i l i t y  o f  any  r e a l  p h y s i c a l  
p r o c e s s  o r  phenomenon.  However ,  w i t h i n  t h e  f ram ew ork  o f  
C l a s s i c a l  Thermodynamics  t h e  Second  Law does  n o t  t a k e  i n t o  
c o n s i d e r a t i o n  t h e  s i m p l e  f a c t  t h a t  r e a l  p r o c e s s e s  p o s s e s s  
p r o p e r t i e s  and  p a r a m e t e r s  w h ic h  a r e  c h a n g i n g  n o t  o n l y  w i t h i n  
s p a t i a l l y  v a r i a b l e  f i e l d s ,  b u t  w i t h i n  t e m p o r a l  o n e s  a s  w e l l .  
Thus t h e  S c i e n c e  o f  I r r e v e r s i b l e ,  o r ,  as  i t  h a s  b e e n  f r e q u e n t l y  
c a l l e d ,  N o n - E q u i l i b r i u m ,  Thermodynamics  h a d  u n d e r g o n e  i n  r e c e n t  
y e a r s  t r e m e n d o u s  d e v e lo p m e n t  i n  a d i r e c t i o n  e n t i r e l y  d i f f e r e n t  
f rom  C l a s s i c a l  Therm odynam ics .
The m os t  s i g n i f i c a n t  i n p u t  i n  t h e  s c i e n c e  o f  i r r e v e r s ­
i b l e  phenomena was made by  su c h  p r o m i n e n t  s c h o l a r s  a s  L. 
O n s a g e r ,  who, i n  1931 e s t a b l i s h e d  h i s  c e l e b r a t e d
r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s ; H. C a s i m i r ,  who, i n  1945 r e f o r ­
m u l a t e d  t h e s e  r e l a t i o n s  f o r  a  much b r o a d e r  c l a s s  o f  i r r e ­
v e r s i b l e  p h e n o m e n a ; I .  P r i g o g i n e  and  h i s  renown s c h o o l  o f  
s c i e n t i s t s ,  i n c l u d i n g  S. de G ro o t  and  P.  M azur,  who o v e r  t h e  
y e a r s  c o l l e c t e d  s y s t e m a t h i z e d  and  g e n e r a l i z e d  a l l  d a t a  and  
d e v e lo p m e n t s  i n  t h e  f i e l d ,  t h u s  b e i n g  a b l e  t o  b u i l d  a  c o n ­
s i s t e n t  t h e o r y ,  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  work b e i n g  e x t e n s i v e l y  
p u b l i s h e d ,  f o r  e x a m p l e ^ ^ ’ e t c e t e r a .
A v e r y  i m p o r t a n t  b a c k g r o u n d  f o r  t h i s  k i n d  o f  d e v e l o p ­
ment  was f o u n d  t o  be  t h e  s t a t i s t i c a l  b r a n c h e s  o f  t h e  m a in  
p h y s i c a l  s c i e n c e s ,  s u c h  a s  S t a t i s t i c a l  M e c h a n ic s ,  K i n e t i c  
T h e o ry  o f  G a s e s ,  S t a t i s t i c a l  The rm odynam ics ,  and  t h e  l i k e .  
T h e re  a r e  many t r e a t i s e s ,  t e x t b o o k s ,  j o u r n a l  a r t i c l e s ,  and 
d i s s e r t a t i o n s  p u b l i s h e d  i n  t h o s e  v e r y  b r o a d  f i e l d s  o f  know­
l e d g e ,  and  i t  w ou ld  h a v e  b e e n  i n a p p r o p r i a t e  t o  e v e n  t r y  t o  
l i s t  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  o f  them.  However ,  t h e  m o s t  c o n ­
d e n s e d  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r o b le m s  t h a t  i n t e r c o n n e c t s  t h e  
s t a t i s t i c a l  p h y s i c a l  s c i e n c e s  w i t h  t h e  e n g i n e e r i n g  s c i e n c e  o f  
N o n - E q u i l i b r i u m  Therm odynam ics  i s  g i v e n  by  t h e  p r o m i n e n t  
R u s s i a n  s c i e n t i s t ,  t h e  l a t e  L. D. Landau ,  i n  h i s  famous  books  
c o v e r i n g  t h e  m a in  s u b j e c t s  o f  c o n t e m p o r a r y  t h e o r e t i c a l  p h y s i c s  
and  b e i n g  w r i t t e n  i n  c o o p e r a t i o n  w i t h  one  o f  h i s  s t u d e n t s ,  E. 
M. L i f s h i t z .  T h e se  t r e a t i s e s ^  h a v e  b ee n  e x t e n ­
s i v e l y  u s e d  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  r e s e a r c h ,  t h e  r e s u l t s  o f  
w h ich  c o n s t i t u t e  t h e  s u b j e c t  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .
The p u r p o s e  o f  t h i s  r e s e a r c h  was t o  d e v e l o p ,  and  t o
s y s t e m a t i z e  t h e  r e s u l t  o f  an  a n a l y s i s  o f  some s p e c i a l  phenom­
ena  t h a t  o c c u r  w i t h i n  s o l i d s  and  f l u i d s ,  by  means o f  e x t e n s i v e  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  m e th o d s  a p p l i e d  by I r r e v e r s i b l e  Thermo­
d y n a m ic s .  Those  s p e c i f i c a l l y  c h o s e n  w ere  a b s o r p t i o n  o f  sound  
and  wave p r o p a g a t i o n  i n  s o l i d s  and  f l u i d s ,  an d  t h e  i n f l u e n c e  
o f  t h e r m a l  e n e r g y  c o n d u c t i o n  and  d i s s i p a t i o n  w i t h i n  s a i d  s u b ­
s t a n c e s  on t h e  phenomena u n d e r  d i s c u s s i o n .  I n  t h e  c o u r s e  o f  
t h i s  a n a l y s i s ,  c e r t a i n  i n c o m p l e t e n e s s e s  i n  t h e  t h e o r i e s  p r e ­
s e n t e d  i n  t and  h a v e  b e e n  d i s c o v e r e d ,  and  i n
o r d e r  t o  o b t a i n  a c c u r a t e  c o m p le t e  and  c o n s i s t e n t  r e s u l t s ,  new 
a l t e r n a t i v e  m e th o d s  b a s e d  upon  e x t e n s i v e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n s  h av e  b e e n  i n t r o d u c e d .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n s  t o  e v a l u a t i o n s  o f  s t a t i s t i c a l  r e s p o n s e s  t o
s t a t e  v a r i a b l e s '  f l u c t u a t i o n s ,  a l o n g  w i t h  some n e w ly  d e v e l o p e d
( 12)  ('13')s p e c i a l  m e th o d s  a s  g i v e n  by R. Kubov ' an d  P. M a r t i n v ,
have  a l s o  b e e n  a p p l i e d ,  a l o n g  w i t h  m e th o d s  o f  wave p r o p a g a t i o n  
and  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  a n a l y s i s  a s  d e v e l o p e d  by M. Y i l d i z ,
W. M osberg ,  and  A. Y i l d i z ( 1 4 ) ’ ( 1 5 ) ’ ( 1 6 ) ’ ( 1 7 ) * ( 1 8 ) ; a l l  t h e s e  
d e v e lo p m e n t s  h a v e  b e en  u s e d  c o n s i s t e n t l y  t h r o u g h o u t  t h e  e n t i r e  
p r o j e c t .  The r e s u l t s  o f  t h i s  r e s e a r c h ,  a s  o b t a i n e d  and  p r e ­
s e n t e d  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  g i v e ,  i n  p a r t i c u l a r ,  a more 
c o m p le t e  and  a c c u r a t e  m e th o d s  f o r  e v a l u a t i o n s  o f  s p a t i a l  and 
t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n s  i n  t h e  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  o f  t h e r m o ­
v i s c o e l a s t i c  m ed ia  t o  s t a t i o n a r y  and  n o n - s t a t i o n a r y  random 
e x c i t a t i o n s .
One f i e l d  w here  u n t i l  r e c e n t l y  no i n t e r e s t  w i t h
5r e g a r d s  t o  t h e  m e th o d s  o f  I r r e v e r s i b l e  Therm odynam ics  h a s  
b e e n  d i s p l a y e d ,  i s  t h e  Therm odynam ics  o f  C y c le s  ( h e a t  e n g i n e s ,  
r e f r i g e r a t i o n  m a c h i n e s ,  h e a t  pumps,  e t c . ) .  However,  a t  t h e  
p r e s e n t  t i m e ,  when A u t o m a t i c  C o n t r o l  S y s tem s  became an  i n t e ­
g r a l  p a r t  o f  t h i s  t y p e  o f  i n d u s t r i a l  i n s t a l l a t i o n s ,  t h e  s t a t e  
v a r i a b l e s  and  p a r a m e t e r s  o f  t h e  w o r k in g  r e g i m e s  e x p e r i e n c e  
i n t e n s i v e  t e m p o r a l  f l u c t u a t i o n s ,  w h ic h ,  i f  t h e  s y s te m  i s  
d e s i g n e d  w i t h o u t  g i v i n g  t h e  s u b j e c t  p r o p e r  c o n s i d e r a t i o n ,  
i n t r o d u c e  a d d i t i o n a l  i r r e v e r s i b i l i t i e s  t h a t  m u s t  be a c c o u n t e d  
f o r .  T h e re  i s  no c o m p l e t e  and c o n s i s t e n t  m e t h o d o l o g y  o f  s u c h  
a n a l y s i s  i n  e x i s t e n c e  y e t .  B u t ,  s i n c e  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  
p a r t  o f  i t  i s  t h e  e v l u a t i o n  o f  t h e  t i m e l y  r a t e  o f  e n t r o p y  
p r o d u c t i o n ,  a m a t h e m a t i c a l  model  f o r  a  R e f r i g e r a t i o n  Machine 
h a s  b e e n  d e v e l o p e d ,  w h ic h  i n t e r c o n n e c t s  t h e  dyn am ics  o f  t h e  
v a r i a b l e s  an d  e n e r g y  f l u c t u a t i o n s  w i t h  t h e  random c h a n g e s  
i n  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  due t o  p e r f o r m a n c e  o f  a n  A u to m a t i c  
C o n t r o l  S ys tem .  Only  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  t h e  model  i s  h e r e i n  
o u t l i n e d  f o r  i t  c a n n o t  be  p r e s e n t e d  y e t  a s  a  c o m p l e t e  and  
f i n a l i z e d  s c i e n t i f i c  r e s u l t .  A d d i t i o n a l  r e s e a r c h  i n  t h i s  
d i r e c t i o n  h a s  b e e n  c a r e f u l l y  p l a n n e d  and  w i l l  be s t a r t e d  
v e r y  s h o r t l y ,  i n  o r d e r  t o  d e v e l o p  an  e n g i n e e r i n g  m e th o d o lo g y  
o f  e v a l u a t i o n  o f  e n e r g y  e f f i c i e n c y  f o r  th e rm o d y n a m ic  c y c l e s  
d e m o n s t r a t i n g  " t e m p o r a l "  i r r e v e r s i b i l i t y ,  t h a t  i s ,  i r r e v e r s ­
i b i l i t y  due t o  c o n t i n u o u s  c h a n g e s  o f  s t a t e  v a r i a b l e s  o f  t h e  
c y c l e  t h r o u g h  t h e  c o u r s e  o f  t i m e .
CHAPTER I
GOVERNING EQUATIONS FOR ANALYSIS 
OF IRREVERSIBLE PHENOMENA
I . 1 .  O n s a g e r ' s  R e c i p r o c i t y  R e l a t i o n s
One o f  t h e  m o s t  d r a m a t i c  d e v e lo p m e n t s  i n  t h e  f i e l d  
o f  i r r e v e r s i b l e  th e rm o d y n a m ics  o c c u r r e d  i n  1931 when L. 
O n s a g e r  i n t r o d u c e d  t h e  " r e c i p r o c a l  r e l a t i o n s "  w h ic h  r e l a t e  
t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  e q u a t i o n s  d e s c r i b ­
i n g  t h e  b a s i c  l i n e a r  laws  o f  i r r e v e r s i b l e  p r o c e s s e s .  Those  
r e l a t i o n s  r e f l e c t ,  on t h e  m a c r o s c o p i c  l e v e l ,  t h e  t im e  
r e v e r s a l  i n v a r i a n c e  o f  t h e  m i c r o s c o p i c  e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  
t h e  m o t i o n  o f  p a r t i c l e s .
I t  m u s t  b e  n o t e d  t h a t  i r r e v e r s i b l e  th e rm o d y n a m ics  i s  
b a s e d  upon two f u n d a m e n t a l  laws  w h ic h  a r e  b a s i c a l l y  i d e n t i ­
c a l  t o  t h o s e  o f  c l a s s i c a l  t h e r m o d y n a m i c s - - t h e  law  o f  c o n s e r ­
v a t i o n  ( 1 s t  law) an d  t h e  law  o f  e n t r o p y  (2 n d  l a w ) . Of t h o s e  
two t h e  s e c o n d  one h a s  t h e  m o s t  i m p o r t a n c e  f o r  t h i s  r e s e a r c h  
and  i s  t h e r e f o r e  b r i e f l y  d i s c u s s e d  b e lo w .
I t  i s  a w e l l  known f a c t  t h a t  t h e  e n t r o p y  p e r  u n i t  
m a ss ,  s ,  i s ,  f o r  a  s y s t e m  i n  e q u i l i b r i u m ,  a w e l l - d e f i n e d  
f u n c t i o n  o f  t h e  s e t  o f  p a r a m e t e r s  w h ic h  u n i q u e l y  and  com­
p l e t e l y  d e s c r i b e  t h e  m a c r o s c o p i c  s t a t e  o f  a  th e rm o d y n a m ic  
s y s t e m .  I f  t h e s e  p a r a m e t e r s  a r e  i n t e r n a l  e n e r g y ,  u ,  s p e c i f i c  
vo lum e ,  v ,  and  mass  f r a c t i o n ,  e* , o f  t h e  c h e m i c a l  components
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7w h ic h  c o n s t i t u t e  t h e  s y s t e m  c o n s i d e r e d ,  t h e n
s = s ( u , v , c k ) . ( 1 - 1 )
The t o t a l  d i f f e r e n t i a l  o f  s i n  e q u i l i b r i u m  i s  g i v e n  
by  t h e  Gibbs  r e l a t i o n :
n
T ds = du + p d v  -  I y , d c v . ( 1 - 2 )
k = l  K R
p i s  t h e  e q u i l i b r i a  p r e s s u r e ,  a n d  yk  t h e  p a r t i a l  s p e c i f i c  
Gibbs  f u n c t i o n  o f  component  k  ( c h e m i c a l  p o t e n t i a l ) .
Assuming t h a t ,  i f  a  mass  e l e m e n t  i s  f o l l o w e d  a l o n g  
i t s  c e n t e r  o f  g r a v i t y  m o t i o n ,  t h e r e  e x i s t s  a  s t a t e  o f  l o c a l  
e q u i l i b r i u m  i n  i t ,  we can  w r i t e :
T ds _ du , dv £  dck  t T on
T 3 t  -  3 t  + P 3 t  -  • ( 1 - 3)
w here  t  d e n o t e s  t h e  t im e  c o o r d i n a t e ,  and t h e  t i m e  d e r i v a ­
t i v e s  a r e  g i v e n  by
= JE +  *  '  Sr * d - ( I " 4 >
I t  h a s  b e e n  shown o v e r  t h e  y e a r s  t h a t  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n
( 1 - 3 )  i s  j u s t i f i e d  f o r  m o s t  f a m i l i a r  t r a n s p o r t  p h e n o m e n a ^  .
du dckE q u a t i o n s  f o r  ^  and  can  be  t a k e n  f ro m  t h e  1 s t  law  
f o r m u l a t e d  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  i r r e v e r s i b l e  t h e r m o d y n a m ic s .
8i n  t h e  f o l l o w i n g  form:
3E ”  Ht " " vn ' Gr"*d ^  + v j^dk  ’ Fk ’ ( I - 5 )
P~3F = " d i v  J k  + . ^ ^ k j ^ ’ ( k = l , 2 , . . . , n ) . ( 1 - 6 )
S u b s t i t u t i o n  y i e l d s :
. di v J , ^ i n _ * , n  +
p3c =  f - 1 - ? 11 • G r a d , t f  • Fk + r k! 1|Jkdiv Jk
•T £ Ji VT j  = l  J J ( 1 - 7 )
w h ere  a r e  t h e  c h e m i c a l  a f f i n i t i e s  o f  t h e  r e a c t i o n s  
( j = l ,  2,  . . . , r ) , h a v i n g  b e e n  d e f i n e d  a s
n
A•j = I vk j yk 0 * 1 , 2 , . . .  , r ) . ( 1 -8 )
k 1
v ^ j  i s  a  q u a n t i t y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a t o i c h i o m e t r i c  c o e f f i ­
c i e n t  o f  t h e  component  k  w i t h  w h ic h  i t  a p p e a r s  i n  t h e  
c h e m i c a l  r e a c t i o n  k .
C o n s i d e r i n g  t h e  " b a l a n c e "  e q u a t i o n  i n  t h e  fo rm  o f
p d |  = _ d i v  +  a >  ( I _ 9 )
-r
w here  J  i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t o t a l  e n t r o p y  f lo w ,  J  .s s , t o t
9and  a  c o n v e c t i v e  t e r m  p s v ,  and  a i s  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  
p e r  u n i t  vo lume an d  u n i t  t i m e  ( e n t r o p y  s o u r c e  s t r e n g t h ) , we 
c an  r e w r i t e  e q u a t i o n  ( 1 - 7 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  form :
P #  -  -<*iv -  £  V gAd T - T Ja
• (T g ra d  ^  -  Ffc) = j  il • Grad  v  -  i  d - 1 0 )
and  c o m p ar in g  e q u a t i o n s  ( 1 - 9 )  and  ( 1 -1 0 )  we g e t  t h e  f o l l o w ­
i n g  e x p r e s s i o n ;  
p r o d u c t i o n ,  a :
s i o n s  f o r  t h e  e n t r o p y  f l u x  J  and  t h e  e n t r o p yo
3 S "  T <3 q -  ^ k V  ■ t t - 1 ”
1 -*• I n ' *  ^  1 ^
CT = " \  J q * S r a d  T - J  I J k  • (T g rad  - f  - Ffc) -  £  IT .
7 k
• Grad v  - \  f  J . A . . ( 1 -1 2 )
1 j = l  j  J
C o n s i d e r i n g  t h a t  a > 0 ,  we o b t a i n  by  i n t e g r a t i n g  o v e r  t h e  
c o n t r o l  vo lum e ,  V:
d s >  - 3
3E -
A
• dA, ( 1 -1 3 )
w here  dA i s  a v e c t o r  w i t h  m a g n i tu d e  dA and  n o r m a l  t o  t h e  
b o u n d a r y  s u r f a c e  A o f  t h e  c o n t r o l  vo lume V.
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I t  may b e  i m m e d i a t e l y  n o t i c e d  t h a t  t h e  e q u a t i o n  ( 1 -1 3 )  i s
e q u i v a l e n t  t o  t h e  C a r n o t - C l a u s i u s  t h e o r e m  w h ic h  p r o v e s  i t
t o  be* c o r r e c t .  .
We s e e  f rom  e q u a t i o n s  ( 1 - 1 1 )  and  ( 1 - 1 2 )  t h a t  f o r
open  s y s t e m s  t h e  e n t r o p y  f l o w  J  c o n s i s t s  o f  t h e  " r e d u c e d "
J  s
h e a t  f l o w  ( ^ )  an d  component  r e f l e c t i n g  t h e  d i f f u s i o n  f lo w s
*>•
o f  m a t t e r  ( J ^ ) . We a l s o  n o t i c e  t h a t  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  
c o n t a i n s  c o n t r i b u t i o n s  due  t o  h e a t  c o n d u c t i o n ,  d i f f u s i o n ,  
g r a d i e n t s  o f  t h e  v e l o c i t y  f i e l d  t h a t  g i v e  r i s e  t o  v i s c o u s  
f lo w ,  an d  c h e m i c a l  r e a c t i o n s .  The s t r u c t u r e  o f  t h e  e x p r e s s i o n  
f o r  a i s  o f  a  b i l i n e a r  fo rm ,  i . e . ,  c o n s i s t s  o f  a  sum o f  p r o ­
d u c t s  o f  two f a c t o r s .  One o f  t h o s e  i n  e a c h  t e r m  i s  a  f l o w
->■ ~b
v e c t o r - - h e a t  f l o w  J ^ ,  d i f f u s i o n  J ^ ,  v i s c o u s  p r e s s u r e  t e n s o r
___ ->• 
n (momentum f l o w ) , and  c h e m i c a l  r e a c t i o n  r a t e  J j . The o t h e r
f a c t o r  i n  e a c h  t e r m  i s  r e l a t e d  t o  a  g r a d i e n t  o f  an  i n t e n s i v e
p r o p e r t y  ( t e m p e r a t u r e ,  v e l o c i t y ,  c h e m i c a l  p o t e n t i a l ) , may
~b
c o n t a i n  t h e  e x t e r n a l  f o r c e  F^,  and  c a n  a l s o  be  a  d i f f e r e n c e  
o f  the rm odynam ic  s t a t e  v a r i a b l e s ,  e . g . ,  c h e m i c a l  a f f i n i t y  A ^ . 
T h e se  q u a n t i t i e s  w h ic h  m u l t i p l y  t h e  f l u x e s  a r e  c a l l e d  " t h e r m o ­
dynamic f o r c e s . "
When c o n d i t i o n s  o f  th e rm o d y n a m ic  e q u i l i b r i u m  a r e  
s a t i s f i e d ,  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  a v a n i s h e s  a l t o g e t h e r .  When 
i r r e v e r s i b i l i t y  e x i s t s  due to  a c t i n g  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s ,  
t h e  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  c an  b e  w r i t t e n  
a s  t h e  sum o f  p r o d u c t s  o f  a l l  t h e s e  f o r c e s  by r e s p e c t i v e  
f l u x e s , i . e . :
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a = l J ^ ± > ( 1 -1 4 )
w h e re  X i s  a  r e s p e c t i v e  th e rm o d y n a m ic  f o r c e .
I f  we r e s t r i c t  o u r  d e v e lo p m e n t  t o  t h e  l i n e a r  r e g i o n s  
o f  t h e  d i s c u s s e d  p r o c e s s e s ,  we may g e n e r a l l y  w r i t e :
J i  -  £ Li k V  f 1 - 1 5 ’
w h e re  J \  and  X^ a r e  an y  o f  t h e  C a r t e s i a n  com p o n en ts  o f  t h e  
i n d e p e n d e n t  f l u x e s  and  th e rm o d y n am ic  f o r c e s ,  an d  t h e  q u a n t i ­
t i e s  a r e  c o e f f i c i e n t s  o f  p r o p o r t i o n a l i t y  a l s o  c a l l e d  t h e  
p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s .
1 . 2 .  E n t r o p y  P r o d u c t i o n
The e x p r e s s i o n  f o r  e n t r o p y  p r o d u c t i o n ,  a ,  i s  q u a d r a t i c  
i n  t h e  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s ,  o f  t h e  fo rm :
0 -  2 LikxA -  <I - 1«1 ^
S i n c e  a > 0 ,  e q u a t i o n  ( 1 - 1 6 )  m u s t  be  n o n - n e g a t i v e  d e f i n i t e .  
T h i s  means  t h a t  a l l  p r i n c i p a l  c o f a c t o r s  o f  t h e  sy m m e t r i c  
m a t r i x  w i t h  e l e m e n t s  a r e  p o s i t i v e  ( o r  a t  l e a s t
n o n - n e g a t i v e ) , w h ic h  l e a d s  t o  t h e  f a c t  t h a t  a l l  d i a g o n a l  
e l e m e n t s  a r e  p o s i t i v e  and  t h e  o f f - d i a g o n a l  e l e m e n t s  m u s t  
s a t i s f y  some c o n d i t i o n  o f  n o n - n e g a t i v i t y ,  e . g . ,
Li i Lkk - 5 (Li k +Lki>  •
12
T hose  c o n d i t i o n s  a c t u a l l y  r e p r e s e n t  s p a t i a l  symmetry  
p r o p e r t i e s  o f  m a t t e r .  They e n a b l e  u s  t o  f u r t h e r  d e v e l o p  t h e  
t i m e  e v o l u t i o n  o f  a l l  l o c a l  th e rm o d y n a m ic  s t a t e  v a r i a b l e s  o f  
t h e  s y s te m .
The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  i n d i v i d u a l  p a r t i c l e s  t h a t  
c o n s t i t u t e  t h e  m a t t e r  p o s e s s  a  p r o p e r t y  c a l l e d  " t i m e  r e v e r s a l  
i n v a r i a n c e "  w h i c h  e x p r e s s e s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  m e c h a n i c a l  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e s  a r e  sy m m e t r i c  w i t h  
r e s p e c t  t o  t i m e .  T h i s  means  i n  f a c t  t h a t  t h e  p a r t i c l e  w ould  
r e t r a c e  i t s  f o r m e r  p a t h  i f  i t s  v e l o c i t y  co m ponen ts  w ere  
r e v e r s e d .
T h i s  i s  a  m i c r o s c o p i c  p r o p e r t y  o f  m a t t e r  b u t  f rom  i t  
a famous m a c r o s c o p i c  t h e o r e m  was d e r i v e d  by L. O n s a g e r .  The 
e s s e n c e  o f  t h i s  t h e o r e m  i s  a s  f o l l o w s .
The s t a t e  o f  an  a d i a b a t i c a l l y  i n s u l a t e d  s y s t e m ,  w i t h  
no  e x t e r n a l  m a g n e t i c  f i e l d s  a c t i n g  on i t ,  c a n  b e  d e s c r i b e d  
by a  s e t  o f  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s .  Those  c a n  be  o f  two 
t y p e s ,  one t y p e  b e i n g  e v e n  f u n c t i o n s  o f  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  
( s u c h  a s  l o c a l  e n e r g i e s ,  e t c . )  d e n o t e d  by A^, t h e  o t h e r  b e i n g  
odd f u n c t i o n s  o f  same v e l o c i t i e s  ( s u c h  a s  momentum d e n s i t i e s )  
d e n o t e d  by ( i n  b o t h  c a s e s  i = l , 2 , . . . , n , m ) . I f  t h e  e q u i l i ­
b r iu m  v a l u e s  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  a s  A? and  B?, t h e n  
t h e  d e v i a t i o n s  o f  a l l  p a r a m e t e r s  f ro m  t h e s e  v a l u e s  a r e  g i v e n  
by
<*i = \  * A°  ( i = l , 2 , . . . , n ) .  ( 1 -1 7 )
Bi  = Bi  -  Bi  ( i = l , 2 , . . . , m ) . ( 1 -1 8 )
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At e q u i l i b r i u m  e n t r o p y  h a s  a  maximum w h ic h  r e n d e r s  a ?  a n d  3° 
t o  be  z e r o s  by d e f i n i t i o n .  Hence f o r  a  n o n - e q u i l i b r i u m  s t a t e  
t h e  d e v i a t i o n  o f  t h e  e n t r o p y ,  AS, f ro m  i t s  e q u i l i b r i u m  v a l u e  
c a n  b e  a p p r o x i m a t e l y  d e s c r i b e d  by  a  q u a d r a t i c  e x p r e s s i o n  i n  
t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  cu and  a s  f o l l o w s :
i n  , m
A S  =  "  ( I " 1 9 >
I n  t h i s  e x p r e s s i o n  ( i , k = l , 2 , . . . , n)  and  h ^  ( i , k = l , 2 , . . . ,m) 
r e p r e s e n t  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  o f  AS w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
s t a t e  v a r i a b l e s  a an d  B an d  a r e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  m a t r i c e s .
Now, i t  c a n  b e  assum ed  t h a t  t h e  t i m e  e v o l u t i o n  o f  
and  3^ can  b e  d e s c r i b e d  by l i n e a r  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a ­
t i o n s  o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e :
i k a ) a k " kI 1Mi k 3)Bk ’ ( i = l , 2 , . . . , n ) ,  ( 1 -2 0 )
i k a>ak ‘ ! Mi k 6 )6 k ’ ( i = 1 . 2 , . . . , m ) .  ( 1 -2 1 )
k 1
an d  a r e  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l
c o e f f i c i e n t s  t h e  r e l a t i o n s  b e tw e e n  w h ic h  c a n  be  d e s c r i b e d  by 
t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s :
d a . ni
1TF " - 1 M. k = l  '
dB, nl
d t - 1 M. k = l  '
H e re  M ^ a) , * & '
l ^ r ^ 1 -  ( 1 - 2 2 )
( 1 ' 2 3 )
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I  Mi k 3 )h k j  = f  Mj k 3 )h k i ’ C ± , j * l , 2 ......... m ) . ( 1 -2 4 )
k™l 1c 1
I n  t h e s e  e q u a t i o n s  g7k and  hTk  a r e  t h e  r e c i p r o c a l  m a t r i c e s  o f
g i k  an d  h i k .
T h e se  e x p r e s s i o n s  c o n s t i t u t e  t h e  b a s i c  c o n t e n t  o f  t h e  
O n s a g e r ' s  t h e o r e m .  To p u t  i t  i n  w o r d s ,  t h e  O n s a g e r ' s  t h e o r e m  
s i m p l y  s t a t e s  t h a t  i n  t h e  l i n e a r  domain o f  i r r e v e r s i b l e  p r o ­
c e s s e s  t h e  m a t r i x  o f  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  i s  symme-
-y
t r i c a l ,  o r ,  i n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  i n c r e a s e  o f  f l u x  a r i s i n g  
f rom  a u n i t  i n c r e a s e  o f  f o r c e  (when i s  k e p t  c o n s t a n t )
i s  e q u a l  t o  t h e  i n c r e a s e  o f  f l u x  a r i s i n g  from, a  u n i t  i n c r e a s e
o f  f o r c e  X^. The r e l a t i o n s
Lk f  = L£ k ’ ( 1 -2 5 )
a r e  known a s  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s .
The e q u a t i o n s  ( 1 - 2 2 ) - ( 1 - 2 4 )  may b e  w r i t t e n  i n  a 
d i f f e r e n t  fo rm .  F o r  t h i s  p u r p o s e  t h e  f o l l o w i n g  l i n e a r  com bin ­
a t i o n s  o f  t h e  s t a t e  p a r a m e t e r s  a r e  i n t r o d u c e d :
xi  " Mr -  <1- 1 . 2 . •■••n). (1- 26)
Yi  “ I r f  = _kI 1hik 6k- C 1 = 1 - 2 .............m ) - ( I - 2 7 )
T h e se  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  f o r  and  8^:
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a .  -  " |  g - k Xk ’ <i = 1 >2 >• • • >n > > ( I - 2 8 >1k = l
in
Si  = -  I  h i k Yk ’ ( i = l » 2 . • • • . “ ) •  ( I ~ 2 9)
k — 1
T h e i r  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  c a n  be  w r i t t e n  
a s  f o l l o w s :
+  c i = i ' 2 ' • • • •n )  • ( i - 3 o >
^  = J l L ^ “ ) X k  +  J l L i ” >Yk '  ( 1 = 1 ' 2  m) • ( I ‘ 3 l )
The c o e f f i c i e n t s  i n  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  by:
Li k ° °  “  j I 1Mi j a ) g j k 5 ( i . k = l , 2 , . . . , n ) ,  ( 1 -3 2 )
Li k B) = ( 1 = 1 ’ 2 ’ ’ • ' >n ;k = 1 ’ 2 ’ • • * >m> « <I " 3 3 >
Li k a> = .1  ( i = l , 2 >. . . , m ; k = l , 2 J . . . , n ) ,  ( 1 - 3 4 )
Li k S> = 1 * 4 ! ^  ( i  > k = l , 2 , . . . , m ) . ( 1 -3 5 )
C o n s i d e r i n g  t h e  a b o v e  p r e s e n t e d  e x p r e s s i o n s ,  t h e  O n s a g e r ' s  
r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  may be  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :
Li k a ) = L k i a ) ’ ( i  »k = l »2 ...........n ) ,  ( 1 -3 6 )
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Li k 0) = _Lk i a)  ’ . .  . , n ; k = l , 2 ,  . . . , tn), ( 1 - 3 7 )
’ Li k 6) = L k i 6 ) ’ ( i , k = l , 2 , . . . , m) . ( 1 - 3 8 )
T h e se  r e l a t i o n s ,  a s  i t  f o l l o w s  f ro m  t h e  p r e c e d i n g
d e r i v a t i o n s ,  a r e  v a l i d  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  phenomeno-
da •
l o g i c a l  e q u a t i o n s ,  i f  t h e  i n d e p e n d e n t  " f l u x e s "  J .  = —r=-,
d8« aC
( i = l , 2 ,  . . . , n )  , a nd  1^ = ( i = l , 2 ,  . . . ,m) c an  be  e x p r e s s e d
a s  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  " th e rm o d y n a m ic  f o r c e s "
Xi  = ! £ “ ’ ( i = 1 >2 >• • • > * ) ,  and  Y. = | | 2 ,  ( i = l , 2 , . . . , m ) , w h ic h
a r e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  e n t r o p y  i n c r e a s e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e
s t a t e  p a r a m e t e r s .
1 . 3 .  E n t r o p y  P r o d u c t i o n  o f  a  Thermodynamic Sys tem
The e n t r o p y  p r o d u c t i o n ,  i . e . ,  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  
t h e  e n t r o p y  i n c r e a s e ,  due t o  t h e  i r r e v e r s i b l e  p r o c e s s e s  w h ic h  
o c c u r  i n  a  th e rm o d y n am ic  s y s t e m ,  c an  be  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
j  A o n  d a .  m d8- n  n
IfiT = " .  L i s i k a k - 3 F  ’ . L - , h i k 3k  S t  =  ^ J i Xi  +  A 1 ^ 1 *l , k = l  i , k = l  x= l  1=1
( 1 -3 9 )
H ence ,  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i s  an  e q u a t i o n  b i l i n e a r  i n  t h e  
f l u x e s  and  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s  o f  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a ­
t i o n s  w h ic h  obey  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s .  By 
c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  we a r e  a b l e  t o  e v a l u a t e  
t h e  " c o n j u g a t e , "  i . e . ,  i r r e v e r s i b l e ,  f l u x e s  and  the rm odynam ic
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f o r c e s  t h a t  a r e  n e c e s s a r y  t o  " c l o s e "  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  
m a t h e m a t i c a l  m ode l  o f  an y  i r r e v e r s i b l e  th e rm o d y n a m ic  p r o c e s s  
beings  a n a l y z e d . .
I t  i s  w o r t h  n o t i n g  t h a t  t h e  f l u x e s  i n  t h e  l o c a l  e n ­
t r o p y  p r o d u c t i o n  a ,  when t h e  l a t t e r  i s  f o u n d  by  e q u a t i o n  
( 1 - 1 2 ) ,  a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  s t a t e  v a r i a ­
b l e s  and  3^.  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  p h e n o m e n l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  
i n  t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  w h ic h  r e l a t e  f l u x e s  and  t h e r m o d y n a m i c a l  
f o r c e s  o f  l o c a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  a l s o  obey  t h e  O n s a g e r ' s  
r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  r e c i p r o c i t y  r e l a ­
t i o n s  a l s o  h o l d  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o c c u r r i n g  i n  t h e  e x p r e s ­
s i o n s  o f  v e c t o r i a l  an d  t e n s o r i a l  c h a r a c t e r  w h e re  t h e  f l u x e s  
a r e  n o t  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s .
The e x i s t e n c e  o f  s p a t i a l  symmetry  p r o p e r t i e s  i n  a 
s y s t e m  may s i m p l i f y  t h e  fo rm  o f  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a ­
t i o n s  i n  s u c h  a  way, t h a t  t h e  C a r t e s i a n  co m p o n en ts  o f  t h e  
f l u x e s  become i n d e p e n d e n t  upon  a l l  t h e  C a r t e s i a n  co m p o n en ts  
o f  t h e  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s  ( t h e  C u r i e  p r i n c i p l e ) .
C o n s i d e r  a n  e q u a t i o n  o f  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i n  an 
i s o t r o p i c  s y s te m :
mn m-, m0u l  -v -> z
a -  I  J ^ .  + I J . • X. + I J i i  • Xi r  
i = l  i = l  1 i ,  j = l
( 1 -4 0 )
T h i s  e q u a t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  i n c l u d e  f l u x e s  and  t h e r m o ­
dynamic f o r c e s  o f  t h e  z e r o t h  ( s c a l a r s  J ^ , X ^ ) ,  f i r s t  ( v e c t o r s  
“>■ *>• -)-
J i ,Xi ) , and  s e c o n d  ( t e n s o r s  ^ i j » X ^ j )  t e n s o r i a l  o r d e r .  Of
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t h o s e  a l l ,  t h e  t e n s o r s  c a n  be  s p l i t  a s  f o l l o w s :
Ti j  -  J  Ui j ^  Ti j  + Ti j > +  • U - 4 D
w here  U . .  i s  a  u n i t  t e n s o r ,  T . .  i s  t h e  t r a c e  o f  t h e
J r\ "
— —( a )  ( s )t e n s o r  T . . ,  and  T>.  an d  T>.  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  a n t i -  
i j  i j  i j
— 1 — cr' —s y m m etr ic  and  t h e  s y m m e t r i c  p a r t s  o f  ( T ^  - -j ^ i j ^ ‘
Then t h e  s c a l a r  p r o d u c t  o f  t h e  t e n s o r s  c an  be
w r i t t e n  a s
J i j  • x i j  -  + 4? • x ijf> + J i f  • x i:? > -
( 1 -4 2 )
When e q u a t i o n  ( 1 -4 2 )  i s  s u b s t i t u t e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 - 4 0 ) ,  
i t  c a n  be  e a s i l y  s e e n  t h a t  u l t i m a t e l y  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  l o c a l
c  e
e n t r o p y  p r o d u c t i o n  c o n t a i n s  p r o d u c t s  o f  s c a l a r s  ( J  and  X ) ,
->"tT a
o f  p o l a r  v e c t o r s  ( J  and  X ) ,  o f  a x i a l  v e c t o r s  ( J  and  X ) ,
““t  —.t*and  o f  sy m m e t r i c  t e n s o r s  w i t h  z e r o  t r a c e  ( J  an d  X ) .  F o r  
c o n v e n i e n c e  we u n i t e  a l l  s i m i l a r  t e r m s  i n t o  one  s i n g l e  t e r m  
o f  e a c h  c a t e g o r y  by u s i n g  t h e  n o t a t i o n  i n t r o d u c e d  i n  p a r e n ­
t h e s e s  a b o v e .  H ence ,  t h e  e q u a t i o n  f o r  l o c a l  e n t r o p y  p r o ­
d u c t i o n  b e c o m e s :
a = J SXS + J v  • Xv  + J a • Xa + J t  • Xt . ( 1 -4 3 )
I n  t h i s  c a s e  t h e  g e n e r a l  fo rm  o f  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s
19
w i l l  r e a d  a s  f o l l o w s :
J s - LSSXS + . LSV • XV + t s aL J a + j“S t  T?tL • X , ( I - 4 4 a )
II> T?s 7? + Lw  • 5* + Lv a  . xa + r
t
• ( I - 4 4 b )
J a  = La s XS + La v  • xv + La a  • xa + Ea c  • Xt , ( I - 4 4 c )
II
•UI1-) Lt s XS + Lt v  • xv + Lt a  • xa + ( I - 4 4 d )
The p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  h e r e  a r e  o b v i o u s l y  o f  
t e n s o r i a l  o r d e r  an d  h av e  p o l a r  o r  a x i a l  c h a r a c t e r  a s  i n d i ­
c a t e d  by r e s p e c t i v e  s u p e r s c r i p t s .
I t  c a n  be p r o v e n  by means o f  t e n s o r  a n a l y s i s  o f  
t h o s e  c o e f f i c i e n t s  t h a t  t h e  m a j o r i t y  o f  them ( e . g . ,  60 o f  
81 f o r  an  i s o t r o p i c  s y s te m )  hav e  z e r o  v a l u e s ;  t h u s  t h e  
e q u a t i o n s  ( 1 -4 4 )  c a n  be r e d u c e d  t o :
CO ii LSSXS , ( I - 4 5 a )
n> LW XV , ( I - 4 5 b )
J a  = La a Xa , ( I - 4 5 c )
J *  - i W ,
w h ere  Ls s , L ^ ,  La a  and  Ltt:  a r e  s c a l a r s .  T h i s  f a c t  
o b v i o u s l y  p r o v e s  t h e  v a l i d i t y  o f  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a ­
t i o n s  f o r  an  i s o t r o p i c  s y s t e m  and  a l s o  f o r  s y s t e m s  w i t h  l o w e r  
symmetry  ( e . g . ,  a  c u b i c  s y s t e m  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  s y m m e t r i e s :
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i n v e r s i o n ,  r o t a t i o n  o f  90°  a r o u n d  one  o f  t h e  o r t h o g o n a l  a x e s  
and  r o t a t i o n  o f  120°  a r o u n d  t h e  body  d i a g o n a l ) .
I n  t h e  c a s e  when t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  em­
p l o y  f l u x e s  a n d / o r  th e rm o d y n am ic  f o r c e s  t h a t  d i s p l a y  l i n e a r  
d e p e n d e n c i e s  b e t w e e n  t h e m s e l v e s ,  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  
r e l a t i o n s '  v a l i d i t y  r e m a i n s  u n i m p a i r e d  i f  a  l i n e a r  homo­
g e n e o u s  d e p e n d e n c y  e x i s t s  b e tw e e n  t h e  f l u x e s  o n l y .  I f  s u c h  
a  d e p e n d e n c y  becomes e x i s t e n t  b e tw e e n  th e rm o d y n am ic  f o r c e s  
a l s o ,  t h e n  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  a r e  n o t  u n i q u e l y  
d e f i n e d ,  and  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  a r e  n o t  
n e c e s s a r i l y  f u l f i l l e d .  However,  i t  i s  a lw a y s  p o s s i b l e  t h a t  
t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  b e  c h o s e n  i n  s u c h  a  way 
t h a t  t h e  O n s a g e r ' s  r e l a t i o n s  s t a y  v a l i d .
1 . 4 .  O n s a g e r ' s  R e c i p r o c i t y  R e l a t i o n s  f o r  V e c t o r i a l
and  T e n s o r i a l  Phenomena
I t  i s  a l s o  v e r y  i m p o r t a n t  t o  v e r i f y  t h e  v a l i d i t y  o f  
O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  f o r  v e c t o r i a l  and  t e n s o r i a l  
phenomena,  s u c h  a s  h e a t  f lo w ,  d i f f u s i o n  f l o w ,  o r  v i s c o u s  
f l u i d  f l o w  p r o d u c e d  by  a c t i o n  o f  v i s c o u s  p r e s s u r e .  The f a c t  
o f  t h e  m a t t e r  i s  t h a t  t h e  d e r i v a t i o n s  o f  O n s a g e r ' s  r e l a t i o n s  
a s  p r e v i o u s l y  o u t l i n e d  r e q u i r e  t h e  f l u x e s  t o  be  e x p r e s s e d  a s  
t im e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  w h ich  i s  o n l y  v a l i d  
f o r  " c o n t i n u o u s  s y s t e m s , "  t h a t  i s  s y s t e m s  whose s t a t e  v a r i ­
a b l e s  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  s p a c e  c o o r d i n a t e s  and  t i m e .  
The v a l i d i t y  o f  O n s a g e r ' s  r e l a t i o n s  f o r  t h e  s t a t e d  c o n d i t i o n s
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( i . e . ,  v e c t o r i a l  and  t e n s o r i a l  phenomena)  c a n  b e  shown, a s  
an  ex am p le ,  f o r  a  s y s te m  c o m p r i s i n g  h e a t  c o n d u c t i o n ,  d i f f u ­
s i o n , '  and  c r o s s - e f f e c t s  i n  a  i s o t r o p i c  f l u i d ,  i n  t h e  a b s e n c e  
o f  a  m a g n e t i c  f i e l d .
an  n - c o m p o n en t  i s o t r o p i c  f l u i d .  T h e re  a r e  no  e x t e r n a l  f o r c e s  
and  no m a g n e t i c  f i e l d  a c t i n g  on t h e  s y s t e m ,  and  t h e  phenomena 
o f  v i s c o u s  f l o w  an d  c h e m i c a l  r e a c t i o n s  a r e  n o t  a c c o u n t e d  f o r .  
I t  i s  f u r t h e r m o r e  assum ed t h a t  t h e  b a r y c e n t r i c  v e l o c i t y  
v a n i s h e s  w h e r e f o r e  ch a n g es  i n  t h e  t o t a l  d e n s i t y  p a r e  
n e g l i g i b l e  i n  t h e  c o u r s e  o f  t i m e .  The s y s t e m  i s  p re su m e d  t o  
be  a d i a b a t i c a l l y  i n s u l a t e d .
T h i s  e q u a t i o n  i s  b a s e d  upon  t h e  w e l l - k n o w n  G i b b s '  r e l a t i o n  
w h ic h  h a s  b e e n  a d a p t e d  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  u n d e r  d i s c u s s i o n .
S i n c e  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  and  m a s s e s  o f  t h e  v a r i o u s  
com ponen ts  t a k e s  p l a c e ,  we h a v e :
T h i s  i s  a  c o u p l e d  v e c t o r i a l  phenomenon o c c u r r i n g  i n
The t o t a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i n  t h i s  s y s t e m  i s :
( 1 - 4 6 )
( 1 -4 7 )
V




w here  symbol A i n d i c a t e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  a  v a r i a b l e  
q u a n t i t y  and  i t s  v a l u e  a t  an  a r b i t r a r y  r e f e r e n c e  p o i n t  whose 
l o c a t d o n  may b e  d e f i n e d  by a p o s i t i o n - v e c t o r  r  .
The o b t a i n e d  e x p r e s s i o n  f o r  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i s  
b i l i n e a r  i n  t h e  f l u x e s  8 u / a t  and  a c ^ / a t  and  t h e  th e rm o d y n a m ic  
f o r c e s  AT~^ and  -  [ ( y ^ - y n ) / T ] . The p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  
b e c o m e :
n - 1  _  _  P i ' - P '3u _
at p
at p
[Kq q ( ? , r ' ) A ^ r  -  ( 1 - 5 0 )
^  ^  i n - 1  ^  '
[Ki q ( r , r ' ) A —  - £ Kl k ( r , r ' ) A -  T , 3 d r ' ,
( i = l , 2 , . . . , n - l ) , ( 1 -5 1 )
w here  a r e  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s ;  t h e  O n s a g e r ' s  
r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s ,
Kq q ( r , r ' )  = Kq q ( r ' , r ) ,  ( I - 5 2 a )
Ki q ( r , r ' )  = K q i ( r ' , r ) ,  ( i = l , 2 , . . . , n - l ) , ( I - 5 2 b )
Ki k ^ » ^ ' ) “ K k i C r ' . r ) ,  ( i , k = l , 2 ,  . . . , n - l )  , ( I - 5 2 c )
a r e  v a l i d  a t  a l l  p o i n t s  r  and  r '  w i t h  t h e  e x c e p t i o n s  o f
r  = r  and  r ' = r  o o
On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  s y s t e m  b e i n g  d i s c u s s e d  i s  
a l s o  c h a r a c t e r i z e d  by  a l o c a l  e n t r o p y  s o u r c e  s t r e n g t h :
a = J q • g r a d  T - i  J j  • g r a d  — T— , ( 1 -5 3 )
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w h e r e f o r e  t h e  l o c a l  l i n e a r  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  a r e :
•Jq — l>qq g r a d  ^  ~ Lqk g r a d  ^ , ( 1 -5 4 )
J i  = Li q  §r a d  T  “ I  Li k  §r a d  ” V ^ '  d = 1 . 2 ,  . . . , n - l )  .
k —1
( 1 -5 5 )
When com bined  w i t h  t h e  c o n s e r v a t i o n  l a w s ,
p f f  = - d i v  J q , ( 1 - 5 6 )
^c k "v
PT F  = " d i v  J k ’ (k = l . 2 » • • • >n “ D  > d " 5 7 )
t h e  l o c a l  e q u a t i o n s  y i e l d  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a s  
f o l l o w s :
p | u  = _ d i v (  L qq g r a d  L qk g r a d  , ( 1 -5 8 )
PT F  = “ d i v (  L i q  8 * ad  4  " J x L i k  §r"ad  A^ r I1) ’
( i = l , 2 , . . . , n - l ) . ( 1 -5 9 )
T r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i n t o  i n t e g r o -  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  fo rm  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  t h e  
e x p r e s s i o n s  ( 1 - 5 0 )  and  ( 1 - 5 1 ) ,  by  means o f  i n t r o d u c i n g  t h r e e -
_ y. ^
d i m e n s i o n a l  6- f u n c t i o n s / <5( r - r ' ) / a n d  i n t e g r a t i o n  by  p a r t s ,
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y i e l d s :
6 ( r - r ' ) ] } d r ' ,
( 1 -6 0 )
-V ' - [ L ^ k V, 6 ( r - r ' ) ] } d r '  ,
( i = l , 2 , . . . , n - l ) . ( 1 -6 1 )
H ere  t h e  V - n o t a t i o n  i s  u s e d  i n s t e a d  o f  g r a d ,  and  (V• ) - n o t a t i o n  
i n s t e a d  o f  d i v .
e x c e p t  t h e  a r b i t r a r i l y  a s c r i b e d  r e f e r e n c e  p o i n t  r  . They 
p r o v i d e  u s  w i t h  means  o f  i d e n t i f y i n g  a l l  t h e  c o e f f i c i e n t s  k .  
When t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  com pared  w i t h  e q u a t i o n s  ( 1 - 5 0 )  and  
( 1 - 5 1 ) ,  one  c a n  i d e n t i f y  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  
i n  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :
Of t h e s e  t h r e e  e x p r e s s i o n s ,  t h e  f i r s t  i s  an  i d e n t i t y ,  and  
t h e  o t h e r s  l e a d  d i r e c t l y  t o  t h e  r e c i p r o c a l  r e l a t i o n s :
E q u a t i o n s  ( 1 -6 0 )  and  ( 1 -6 1 )  a r e  v a l i d  e v e r y w h e r e
( 1 -6 2 )
V ' - [  L ^ k V ' 6 ( r - r ' ) ]  = V- [  L k . V 6 ( r - r ' ) ] ,  ( i = l  ,2  , . . . , n - l )  , ( 1 -6 3 )
V ' . [  L :k V ' 5 ( r - r ' ) ]  = V• [ L k - V 6 ( r - r ' ) ] , ( i , k = l , 2 , . . . , n - l ) . ( 1 - 6 4 )
( 1 -6 5 )
L i k  = Lk i ’ ( i , k = l , 2 , . . . , n - l ) . ( 1 - 66)
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T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  v a l i d i t y  o f  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c a l  
r e l a t i o n s  f o r  one  t y p e  o f  v e c t o r i a l  and  t e n s o r i a l  phenomena.  
Same . c o n c l u s i o n s  may be  drawn by a n a l o g o u s  p r o c e d u r e s  by 
o t h e r  phenomena o f  t h i s  t y p e .
l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  f l u x e s  and  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s  
on t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s .  We 
may a n a l y z e  t h i s  i n f l u e n c e  f o r  an  a d i a b a t i c a l l y  i n s u l a t e d  
s y s t e m ,  t h e  s t a t e  o f  w h ic h  c a n  be d e s c r i b e d  by n  i n d e p e n d e n t  
v a r i a b l e s .  We a r e  i n t e r e s t e d  p r i m a r i l y  i n  t h e  d e v i a t i o n s  o f  
t h e s e  v a r i a b l e s  f rom  t h e i r  e q u i l i b r i u m  v a l u e s  w h ic h  d e v i a t i o n s  
s h a l l  be  d e n o t e d  b y  a ^ . o ^ , • • . »an .
The d e v i a t i o n  o f  t h e  e n t r o p y  f rom  i t s  e q u i l i b r i u m  
v a l u e  c a n  be  a p p r o x i m a t e l y  e x p r e s s e d  a s
1 . 5 .  L i n e a r  T r a n s f o r m a t i o n s  o f  F l u x e s  
and  Thermodynamic  F o r c e s
One i m p o r t a n t  p o i n t  o f  i n t e r e s t  i s  t h e  i n f l u e n c e  o f
( 1 -6 7 )
I n  m a t r i x  n o t a t i o n  t h i s  e q u a t i o n s  r e a d s :
AS = -  -j- g • act = ^  a * X, ( 1 - 6 8 )
w here
vX = - g  • a . ( 1 -6 9 )
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The e n t r o p y  p r o d u c t i o n  b e c o m e s :
A-S = a -X  = J - X,  ( 1 -7 0 )
w i t h  t h e  f l u x e s  d e f i n e d  a s
J  = a .  ( 1 -7 1 )
Those  f l u x e s  s h o u l d  obey  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s :
J  = L-X.  ( 1 -7 2 )
The m a t r i x  L o f  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  ( i n  t h e  c a s e  
o f  a - v a r i a b l e s )  m u s t  s a t i s f y  t h e  O n sa g e r  r e l a t i o n s  o f  t h e  
form:
L(B)  = L ( -B )  , ( 1 -7 3 )
v _ _
w here  L i s  t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x  o f  L,  and  B s t a n d s  f o r  t h e
v e c t o r  o f  an  e x t e r n a l  ( m a g n e t i c )  f i e l d .
We now i n t r o d u c e  new i n d e p e n d e n t  f l u x e s  J 1. Those
a r e  d e s c r i b e d  a s  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  o l d  f l u x e s  J  and
new i n d e p e n d e n t  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s  X1 w h ic h  i n  t h e i r  t u r n
“V
a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  o l d  th e rm odynam ic  f o r c e s  X:
J ’ = P - J ,  ( 1 -7 4 )
X’ = Q-X. ( 1 -7 5 )
I t  s h a l l  be  r e q u i r e d  t h a t  t h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s  l e a v e  t h e
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e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i n v a r i a n t ,  i . e .
A-S = J ' - X '  = J*P*Q*X = J - X,  ( 1 - 7 6 )
v _
w h ere  P i s  t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x  o f  P. From e q u a t i o n  ( 1 -7 6 )
i t  f o l l o w s  t h a t
P . q  =  u+A-E , ( 1 -7 7 )
w h ere  U i s  a  u n i t  m a t r i x  and  A an  a r b i t r a r y  a n t i - s y m m e t r i c  
m a t r i x  s u c h  t h a t
A = -A. ( 1 -7 8 )
R e l a t i o n  ( 1 -7 7 )  shows t h a t  o f  t h r e e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i c e s  
P, Q, and  A, o n l y  two may be s e l e c t e d  a r b i t r a r i l y  an d  i n d e ­
p e n d e n t l y .
We can  now t r a n s f o r m  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  r e l a t i o n s  
( 1 -7 2 )  i n t o
J '  = L ' - X \  w i t h  I '  = P- -Q"1 , ( 1 -7 9 )
w here  Q ^ i s  t h e  i n v e r s e  m a t r i x  o f  Q. We may a l s o  e l i m i n a t e  
t h e  m a t r i x  Q and  w r i t e :
X '  = P - (  L~1+A)~1 •P , ( 1 -8 0 )
t h u s  e n a b l i n g  o u r s e l v e s  t o  i n d e p e n d e n t l y  s e l e c t  o n l y  t h e  
m a t r i c e s  P and  A. I t  c a n  be shown now t h a t  f o r  t h i s  new 
m a t r i x  X 1 o f  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  t h e  O n s a g e r ' s  
r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  r e m a i n  v a l i d  u n d e r  a p r e c o n d i t i o n  t h a t  
t h e  a n t i - s y m m e t r i c  m a t r i x  A i s  a n  odd f u n c t i o n  o f  t h e
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e x t e r n a l  ( m a g n e t i c )  f i e l d  B, i . e . :
5 ( - B )  = - 5 ( 5 ) .  ( 1 -8 1 )
I t  s h o u l d  b e  n o t e d ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  m a t r i x  F  i n  t r a n s f o r ­
m a t i o n  o f  f l u x e s  a n d  th e rm o d y n am ic  f o r c e s  i s  a lw a y s  c h o s e n  
t o  b e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  e x t e r n a l  f i e l d  B.
The t r a n s f o r m a t i o n s  d i s c u s s e d  above  c o r r e s p o n d  t o  a 
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m  by  means o f  a l t e r n a t i v e  s e t s  o f  
i n d e p e n d e n t  s t a t e  v a r i a b l e s  w h ic h  can  be  a  m a t t e r  o f  v e r y  
h i g h  p r a c t i c a l  i m p o r t a n c e .  Hence t h e  b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  
t e c h n i q u e  as  p r e s e n t e d  h e r e i n .
1 . 6 .  A n a l y s i s  o f  S t a t i o n a r y  S t a t e s
A l l  t h e  d e v e l o p m e n t s  d i s c u s s e d  so  f a r  a r e  b a s e d  upon 
one v e r y  i m p o r t a n t  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  m a c r o s c o p i c  a - v a r i a -  
b l e s  c o n s t i t u t e  a  " c o m p l e t e  s e t "  o f  s t a t e  p a r a m e t e r s .  T ha t  
i s  t o  s a y ,  t h a t  t h e i r  c o n d i t i o n a l  mean v a l u e s  r e l a t e  t o  e a c h  
o t h e r  by  means o f  f i r s t  o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
i n  t i m e ,  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s .  I t  may v e r y  w e l l  o c c u r ,  
h o w e v e r ,  t h a t  u n d e r  c e r t a i n  c i r c u m s t a n c e s  t h e  t i m e  e v o l u t i o n  
o f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  becomes d e p e n d e n t  upon a n o t h e r ,  s u p p l e ­
m e n t a r y  s e t  o f  p a r a m e t e r s ,  w h ic h  a r e  unknown t o  u s  b u t  a t  t h e  
same t im e  a l s o  d e t e r m i n e  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  u n d e r  c o n ­
s i d e r a t i o n .  The p r o c e s s e s  i n v o l v e d  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  
c e a s e  t o  b e  d e t e r m i n i s t i c  an d  h a v e  t o  be  a n a l y z e d  by means 
o f  s t a t i s t i c a l  t e c h n i q u e s .
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On t h e  o t h e r  h a n d ,  many p r o c e s s e s  i n v o l v e  s t a t i o n a r y  
s t a t e s ,  i . e . ,  s u c h  s t a t e s  when t h e  s t a t e  p a r a m e t e r s  do n o t  
ch an g e  t h r o u g h  t h e  c o u r s e  o f  t i m e ,  o r  q u a s i - s t a t i o n a r y  s t a t e s  
when t h e  c h a n g e s  o f  s t a t e  o c c u r  v e r y  s l o w l y ,  i n  s u c h  a  way 
t h a t  t h e  e n t i r e  p r o c e s s  can  b e  l o o k e d  a t  a s  a  s e q u e n c e  o f  a 
s e r i e s  o f  s t a t i o n a r y  s t a t e s .
The s t a t i o n a r y  s t a t e s  can  b e  o n es  o f  th e rm o d y n a m ic  
e q u i l i b r i u m  o r  o f  n o n - e q u i l i b r i u m ,  d e p e n d in g  upon  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  im p o se d  on t h e  s y s t e m .  T h ese  s t a t e s  can  b e  c h a r ­
a c t e r i z e d  by  t h e  f o l l o w i n g  f e a t u r e : u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,
p a r t i c u l a r l y  when t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  a r e  c o n ­
s t a n t  and  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  a r e  v a l i d ,  t h e  
s t a t i o n a r y  s t a t e s  a r e  s t a t e s  o f  minimum e n t r o p y  p r o d u c t i o n  
c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  e x t e r n a l  c o n s t r a i n t s .
However ,  s i n c e  i n  r e a l  th e rm o d y n a m ic  ( a n d  m e c h a n i c a l  
a s  w e l l )  s y s t e m s  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s  a r e  g e n ­
e r a l l y  n o t  c o n s t a n t ,  i t  w i l l  s u f f i c e  t o  r e q u i r e  t h a t  t h e  o v e r ­
a l l  g r a d i e n t s  o f  t h e  th e rm o d y n a m ic  p a r a m e t e r s  o v e r  t h e  e n t i r e  
s y s t e m  be  s m a l l  enough  so  t h a t  t h e  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i ­
c i e n t s  can  b e  c o n s i d e r e d  a s  b e i n g  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t .
As a  more g e n e r a l  c a s e ,  s t a t i o n a r y  n o n - e q u i l i b r i u m  
s t a t e s  w i l l  b e  b r i e f l y  a n a l y z e d  h e r e .
By d e f i n i t i o n ,  a  s y s t e m  i s  c o n s i d e r e d  to  be  i n  a 
s t e a d y  s t a t e  i f  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  do n o t  e v o l v e  i n  t i m e .  
W i t h i n  t h e  domain  o f  c l a s s i c a l  e n g i n e e r i n g  th e rm o d y n a m ic s  
t h i s  c o n d i t i o n  l e a d s  t o  a  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  l o c a l  s t a t e
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p r o p e r t y  f u n c t i o n s  s u c h  a s  t h e  e n t r o p y  d e n s i t y  s v  o r  t h e  
l o c a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  a a r e  a l s o  t i m e  i n d e p e n d e n t .  Under  
a c o n d i t i o n  o f  m e c h a n i c a l  e q u i l i b r i u m  t h e  e n t i r e  s y s t e m ' s  
e n t r o p y  p r o d u c t i o n  c a n  be  decom posed ,  b y  means  o f  p a r t i a l  
i n t e g r a t i o n  and  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  G a u s s i a n  d i v e r g e n c e  
th e o r e m  t o  t h e  e q u a t i o n  ( 1 - 1 0 ) ,  i n t o  t h e  sum o f  two com ponen ts
3 <5 9o S 9-iS
3T 5 7 F  + T T ’ ^ - 8 2 >
w here  t h e  t e r m  w i t h  s u b s c r i p t  e ( e x t e r n a l )  i s  a f l u x  t e r m ,
and  t h e  t e r m  w i t h  s u b s c r i p t  i  ( i n t e r n a l )  i s  an  e n t r o p y  p r o ­
d u c t i o n  t e r m .  As 8e s / 3 t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  c o n s t r a i n t s  e x e r t e d  
by t h e  o u t s i d e  w o r l d ,  t h e r e  a r e  no r e s t r i c t i o n s  t h a t  c an  be  
im posed  upon t h i s  t e r m .  I n  c o n t r a s t ,  t h e  s e c o n d  l a w  o f  
th e rm o d y n a m ic s  s t i p u l a t e s  t h a t  t h e  e n t r o p y  p r o d u c e d  w i t h i n  a  
s y s t e m  c an  n e v e r  be  n e g a t i v e ,  i . e . ,  3 ^ / 3 1 > 0, o r :
de S = " d i S - °» ( 1 -8 3 )
f o r  a  s t a t i o n a r y  p r o c e s s  ( a n d ,  t h e r e f o r e ,  f o r  a  " q u a s i -  
s t a t i o n a r y "  one  a s  w e l l ) .
T h u s , i t  a p p e a r s  t h a t  i n  o r d e r  t o  m a i n t a i n  a  s t e a d y  
n o n - e q u i l i b r i u m  s t a t e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n t i n u o u s l y  "pump" 
a n e g a t i v e  " f l o w "  o f  e n t r o p y  o f  m a g n i t u d e  e q u a l  t o  t h e  v a l u e  
i n t e r n a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n .  I n  o t h e r  w o r d s ,  i n  a s y s t e m  
a t  o r  n e a r  a  s t e a d y  s t a t e  t h e  e n t r o p y  f l u x  c a n n o t  g e n e r a l l y  
be  im posed  a r b i t r a r i l y  f ro m  o u t s i d e  b u t  becom es ,  i n s t e a d ,  a
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f u n c t i o n a l  o f  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m .
C o n s i d e r  a  s y s t e m  i n  w h ic h  s u c h  i r r e v e r s i b l e  p r o c e s s e s  
a s  t h e r m a l  c o n d u c t i o n ,  d i f f u s i o n ,  an d  c h e m i c a l  r e a c t i o n s  t a k e  
p l a c e  s i m u l t a n e o u s l y ;  a l s o  c e r t a i n  c r o s s - e f f e c t s  b e tw e e n  
t h o s e  i r r e v e r s i b l e  phenomena o c c u r .  C o n s i d e r  an  i s o t r o p i c  
m i x t u r e  o f  n  c h e m i c a l  co m ponen ts  k  ( k = l , 2 , . . . , n )  among w h ic h  
r  c h e m i c a l  r e a c t i o n s  j  ( j = l , 2 , . . . , r )  a r e  p o s s i b l e .  The s y s te m  
i s  assum ed  t o  be  i n  m e c h a n i c a l  e q u i l i b r i u m ,  i . e . ,  d v / d t  -  0
-y.
and  t h e  b a r y c e n t r i c  v e l o c i t y  v  i s  a l s o  a p p r o x i m a t e l y  z e r o .
I t  c a n  be  d e d u c e d  f rom  t h e s e  c o n d i t i o n s  t h a t  c h a n g e s  o f  t h e  
t o t a l  d e n s i t y  p a r e  s m a l l  an d  n e g l i g i b l e  i n  t h e  c o u r s e  o f  
t i m e .
a l t h o u g h  n o t  c o n s i d e r e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  d e r i v a t i o n s ,  c a n  be 
e a s i l y  a c c o u n t e d  f o r  s h o u l d  s u c h  n e c e s s i t y  o c c u r  i n  t h e  
c o u r s e  o f  a n a l y s i s .
The mass  e q u a t i o n ,  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n ,  and  t h e  
e n e r g y  e q u a t i o n  c a n  be  g i v e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :
V i s c o u s  phenomena and  e f f e c t s  o f  e x t e r n a l  f o r c e s ,
= - d i v  J k  + J  3k j j j f  ( k = l , 2 , . . . , n)  ( 1 -8 4 )
i = l
r
0 = g r a d  p , ( 1 -8 5 )
( 1 - 8 6 )
The e n t r o p y  b a l a n c e  e q u a t i o n  ( 1 - 9 )  r e a d s :
- d i v  J + a s (1-87)
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w h ere  t h e  e n t r o p y  f l o w  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  e q u a t i o n  ( 1 -1 1 )  i s :
J s  -  r < 5 q -  I / k V  ■ f 1 - 3 3 )
and  t h e  e n t r o p y  s o u r c e  s t r e n g t h  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  ( 1 - 1 2 )  i s :
a = 3 .gAd I -  1 j  J A . (1 -89 )
K —1  J —1
n +
H ere  t h e  i d e n t i t y  J J,  = 0 h a s  b e e n  u s e d .
k = l  K
The p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  c a n  be  now e x p r e s s e d  
a s  l i n e a r  r e l a t i o n s  b e tw e e n  t h e  i n d e p e n d e n t  f l u x e s  an d  f o r c e s  
t h a t  o c c u r  i n  e q u a t i o n  ( 1 - 8 9 )  :
3 q -  Lqq*A d  T '  Lqks A d
. = Li q g r k d  \  -  n f  L . k g r a d  ( i - 1 , 2 ,  . . . , n - l )  ( 1 -9 1 )
1c X
J j  T " m = l ^ mk = l 9kin T ’ ^  1 . 2 ,  . . . , r ) . ( I - 9 2 )
H ere  Am i s  t h e  a f f i n i t y  o f  t h e  m - t h  c h e m i c a l  r e a c t i o n  i n
n
a c c o r d a n c e  w i t h  e q u a t i o n  ( 1 - 8 ) ,  and  7 3, . = 0, ( j = l , 2 ,  . . . , r )
k = l
i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  l aw  o f  m ass  c o n s e r v a t i o n  i n  e a c h  
s e p a r a t e  c h e m i c a l  r e a c t i o n .
The O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  r e a d  a s  f o l l o w s :
L qk = L kq ’ ( k = l , 2 , . . . , n - l )  , ( I - 9 3 a )
L i k  = Lki> ( i , k = l , 2 , . . . , n - l ) , ( I - 9 3 b )
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^ jm  = £mj ’ ( j , m = l , 2 , . . . , r ) . ( I - 9 3 c )
The t o t a l  s y s t e m ' s  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  P c a n  be  f o u n d ,  
i n  a c c o r d a n c e  w i t h  e q u a t i o n s ( 1 - 9 0 ) - ( 1 - 9 2 ) ,  t o  b e :
adV =
V
1 2 n ; 1 yk _yn 1
[ Lq q (VT> Lqk+ k q ^ - V 1 * 7 T
n - 1  u*- y  Pi -y r  A. A
+ , L ,  W - V 1 ■ v J V J 1 +  . I . 1 i m - i  - r ] d v - d - 94)
1  f iC  JL J  p D i la
The i n t e g r a n d  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  a  f u n c t i o n  o f  two
1 yk " ynv a r i a b l e s  : ^  and  — ^— .
The s t a t e  o f  minimum e n t r o p y  p r o d u c t i o n  f o l l o w s  f rom
t h e  c o n d i t i o n :
<5P = 0,  ( 1 -9 5 )
f o r  a r b i t r a r y  v a r i a t i o n s  6 ( 1 /T )  an d  5 [ ( y ^ - y n ) / T ] . The
p r e s s u r e  i s  a  p a r a m e t e r  t h a t  c a n n o t  be  v a r i e d  i n d e p e n d e n t l y
a c c o r d i n g  t o  t h e  c o n d i t i o n  o f  m e c h a n i c a l  e q u i l i b r i u m  
e q u a t i o n  ( 1 - 8 5 ) .
We now a p p l y  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  
( 1 - 9 3 ) ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  E u l e r  e q u a t i o n s  w h ich  
d e s c r i b e  t h i s  v a r i a t i o n a l  p r o b le m :
2 v - V * 7^  - °' ( I - 9 6 a )
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A, 3 (A /T)
<■ L„,-+ < Li k +  Lk i ) ’ V “ iST -2 +  - Iq i  xq k = l T j , m = l  jm T 3 [ ( y i - y n ) / T ]
r  A . 3 ( A. /T)
+  I  2 7 = 0 ,  ( i = l , 2 ,  . . .  , n - l )  . ( I - 9 6 b )
j , m = l  jm T 3 [ ( y . - y n ) / T ]
T a k in g  i n  c o n s i d e r a t i o n  t h a t
r  A. 3(A /T)  r  A 3 ( A. / T )y /  J m   = y /  _E 1
j , m- i  Jm T s U p - p ^ / t ] j , r n = i  T s CCp ^ p ^ / t ]
= £ £ i m T 3 i i ’ ( I _ 9 7 )j  ,m=l Jm 1 1J
t h e  e q u a t i o n s  (1 -9 6 )  may be  w r i t t e n  as  f o l l o w s :
Lq q V 7 T - k I i  Lq k V V ' V 1 =  °* ( I ' 9 8 a )
-v , n - 1  yv -y „  r  k
Ll a V V T ‘ 2 Li k 7 V - V J 1 +  Il q  1 k - 1  1K 1 j  ,m=l Jm 1 1J
The p h e n o m e n o l o g i c a l  e q u a t i o n s  ( 1 - 9 0 ) - ( 1 - 9 2 )  c o n s i d e r e d ,  t h e  
e q u a t i o n s  ( 1 -9 8 )  become:
VJq = 0, ( 1 -9 9 )
Hence ,  i t  c an  be  c o n c l u d e d  from t h e  c o n s e r v a t i o n  l a w s ,  a s  
e x p r e s s e d  by  e q u a t i o n s  ( 1 -8 4 )  and  ( 1 - 8 6 ) ,  t h a t
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3 c .
- ^ = 0 ,  ( i = l , 2 , . . . , n ) , ( 1 -1 0 1 )
= 0 . ( 1 - 102 )
T h e s e  e x p r e s s i o n s  s i g n i f y  t h a t  t h e  s t a t e  o f  minimum 
e n t r o p y  (SP=0) i s  a  s t a t i o n a r y  s t a t e ,  w i t h  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  
c o n s t a n t  t h r o u g h  t h e  c o u r s e  o f  t i m e .
Now i t  i s  o n l y  l e f t  t o  b e  p r o v e d  t h a t  t h i s  i s  a 
s t a b l e  s t a t i o n a r y  s t a t e .  By d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  e x p r e s s i o n  
( 1 -9 4 )  f o r  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  P an d  u s i n g  t h e  phenomeno­
l o g i c a l  e q u a t i o n s  ( 1 - 9 0 ) - ( 1 - 9 2 )  and  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  
r e l a t i o n s  ( 1 - 9 3 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  i s  o b t a i n e d :
3_P 9
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3 , 1 ,  n ; 1-t „ 3 , 1Jk - y lu  F .  3 Ai
V
P a r t i a l  i n t e g r a t i o n  y i e l d s :
3JP _ « 
31
3 / I n n r H  3 / yk “yn
^J q 3 t  3 t   ^ T  ^ dA
3 , l v  n r 1 r^rt v  ^ T -I 3 / Uk ~ y n>-  2 j { [ V J q] ^ ( i )  -  ^ [ v ^ -  J i 3k . J . ] ^ ( ^ r - ) } d V .  ( 1 - 1 0 4 )
V
The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e
***
f f  -  0; Jk -  0. (1 -105)
Due t o  t h o s e  c o n d i t i o n s  t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l  v a n i s h e s ,  so
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t h a t
31? _ 9 
91 " ( [ V V ^ ( i )  - ” g [ W k - <T- 106>
V
R e c a l l i n g  t h e  e n e r g y  law  e q u a t i o n  ( 1 - 8 5 )  an d  t h e  a s s u m p t i o n  
o f  t h e  v a n i s h i n g  b a r y c e n t r i c  v e l o c i t y  v ,  an d  c o n s i d e r i n g  a l s o  
t h a t  p r e s s u r e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t i m e  i n  t h e  c a s e  u n d e r  
d i s c u s s i o n ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  f o r  s p e c i f i c  e n t h a l p y  
(h  = u  + pv)  c a n  be  o b t a i n e d :
p | |  = VJq . (1 -107)
H ence ,  t h e  e x p r e s s i o n  (1 -1 0 4 )  may be  r e w r i t t e n  a s  f o l l o w s :
V
n v1 3 c k  9 , T i n 8 v
*-p9 t  9 t  V  " 9 t  91 T (1 -1 0 8 )
S i n c e  p = c o n s t ,  h  d ep en d s  o n l y  on T and  ( n - 1 )  o f  t h e  m ass  
f r a c t i o n s .  T h e r e f o r e
9h _ ,9h .  9T , Hy1 ( 9h .
91 9T p , c ^ , C2 , . . ■ , ^*^-1 ^^ i = l  p , T , c^  , C2  » • • • » >  ^ i+ 1  ’
9c .  n - 1  9c.
• ■ • ' Cn - 1 1 F =  c p i  + <h i - V l F -  <I - 1 0 9 >
w h ere  Cp i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  p = c o n s t ,  and  h^ i s  t h e  
p a r t i a l  s p e c i f i c  e n t h a l p y  o f  c h e m i c a l  component  i .  Con­
s i d e r i n g  a l s o  t h e  f o l l o w i n g  th e rm o d y n a m ic  r e l a t i o n :
37
3[<yk - P n ) / T;l _  V hn 3 T .  l n ; 13<,Jk->,n ) 3 c i
T ^ ~  d t  T i = l31 3c .  3t  ’
(1-110)
i t  c a n  be  fo u n d  t h a t
2 1  = o f  P f Cp fdT)2 1 n T1 3 c i  9ck 1d„  r i l l l ' )31  “  J T T 3 t  . J  , 3c .  3 t  3 t  ’ ( I - H l )
The v a l u e  o f  t h i s  d e r i v a t i v e  i s  n e g a t i v e  b e c a u s e  c^  i s  
p o s i t i v e  and
V  9 ( p k - V  ! ! k  > n
i , k = l  3c i  3 t  3 t  -
w h ic h  f a c t  p r o v e s  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  s t a t i o n a r y  s t a t e  i n  
d i s c u s s i o n .
1 . 7 .  The I n f l u e n c e  o f  Randomly C h an g in g  P a r a m e t e r s
When a  s t a t i o n a r y  p r o c e s s  i s  i n f l u e n c e d  b y  a  s u p p l e ­
m e n t a r y  s e t  o f  unknown p a r a m e t e r s  w h ic h  a r e  r a n d o m ly  c h a n g i n g ,  
t h e  p r o c e s s  c a n  b e  d e s c r i b e d  by  i t s  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  
m a t r i x  p^x) w h ic h  i s  d e f i n e d  a s
p ( t )
Z . a ( x ) a ( t + x )  = a a 1 f ( a , t ; a ' , t +x )  d a d a ; ( a l l  x)
a a ' f ( a , a ' ; x )  d a d a '  = a a 1f ( a ) P ( a | a  ' ; x) d a d a ;  (x>0)
(1 -1 1 3 )
Here  P ( a | a ' ; x )  i s  t h e  s t a t i o n a r y  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  
d e n s i t y  d e f i n e d  f o r  a  m i c r o - c a n o n i c a l  e n s e m b le  a s :
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P ( c t | a '  ; x ) d a  = _ ( I . 1 U )
f  (a)  da
a n d  t h e  f u n c t i o n  f ( a )  a n d  f ( a , a ' ; T )  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  
e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  and  t h e  j o i n t  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n .
I t  i s  e m p i r i c a l l y  known t h a t  f o r  m a c r o s c o p i c  v a l u e s  
o f  a,  t h e  a v e r a g e s  o f  t h e i r  q u a n t i t i e s  f r e q u e n t l y  obey  l i n e a r  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  f i r s t  o r d e r  o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e :
3a °^— = -M*a ° ( t ) ,  ( 1 -1 1 5 )
w h e re  t h e  c o n d i t i o n a l  a v e r a g e s  a r e  d e f i n e d  by
a ° ( t ) a P ( a Q| a ; t ) d a  , ( 1 -1 1 6 )
an d  aQ a r e  g i v e n  i n i t i a l  v a l u e s  o f  a.  M i s  t h e  m a t r i x  o f  
r e a l  p h e n o m e n o l o g i c a l  c o e f f i c i e n t s ,  an d  i s  i n d e p e n d e n t  o f  
t i m e .  The s o l u t i o n  o f  ( 1 -1 1 5 )  h a s  t h e  form:
a a° ( t )  = e"Mt- a o , (1 -1 1 7 )
w h e re  t h e  m a t r i x
. - M t „  j  ( I _ 1 1 8 )
n=0
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o p e r a t e s  on  a Q.
Now, m u l t i p l y i n g  (1 -1 1 7 )  on t h e  l e f t  by  f ( a 0 ) a 0 and  
i n t e g r a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  daQ, we o b t a i n :
a o ( e “M t*a0 ) f ( a o ) d a 0 = a Qa f ( a o ) P ( a o | a ; t ) d a d a Q, (1 -1 1 9 )
w h ere  a Q( e  *a 0 ) an(* a 0a a r e  d y a d i c  p r o d u c t s .
T a k in g  i n  t h e  c o n s i d e r a t i o n  ( 1 - 1 1 5 ) - ( 1 - 1 1 9 ) ,  t h e  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  m a t r i x  may b e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s :
p(x)  = a a ' f ( a ) P ( a  I a ; x) d a d a 1 a ( e  ^  • a)  f  ( a )  da
= k g _ 1 *e"MT, ( t > 0 ) , (1-120)
^  _   i
w h ere  M i s  t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x  o f  M, and  g i s  t h e  
r e c i p r o c a l  m a t r i x  o f  t h e  m a t r i x  g C g ^ )  a s  d e f i n e d  by  ( 1 -1 9 )  .
The c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  a  s t a t i o n a r y  p r o c e s s  c an  
b e  r e l a t e d  t o  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  p r o c e s s  by  means o f  t h e  
W i e n e r - K h i n c h i n  t h e o r e m .  I f  S(oo) i s  t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  
m a t r i x ,  t h e  r e l a t i o n  h a s  t h e  f o l l o w i n g  form :
S ( » )  = i p ( T ) e lwTdx, ( 1 - 121)
an d  by  F o u r i e r  i n v e r s i o n
P ( t )  = IT (to) e 1WTdoa. ( 1 - 122)
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The s p e c t r a l  d e n s i t y  m a t r i x  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  
t h e  s t o c h a s t i c  d e n s i t y  m a t r i x ,
a ( t ; T )  =
a ( t )  , i f  111 < T 
0 , i f  | t |  > T
i t s  F o u r i e r  t r a n s f o r m ,
, l i m  a ( t ; T )  = a ( t ) , ( 1 -1 2 3 )
T-*-®
a ( w; T)  = a ( t  ; T ) e ia ) td t , ( 1 -1 2 4 )
and  i t s  com plex  c o n j u g a t e ,  ct*(co;T) w h ic h  can  b e  fo u n d  f ro m  
a ( w; T)  = a ' * ( - w ; T ) .  Hence
S(co) = l i m  -i? a*(u) ;T) a (w ; T) 
T->® Tri
uu w
=  -  f  d x e ia)Tl i m i  f  a ( t  ; T ) a ( t + r  ; T ) d t . 
7T J T->“
(1 -1 2 5 )
The s p e c t r a l  m a t r i x  c a n  b e  p r e s e n t e d  as
3(w) = G(co) +  iH(to) , (1 -1 2 6 )
w here  G an d  H a r e  r e a l  m a t r i c e s .  S i n c e  G(to) = G(to) , and
  Of
H(co) = -H (io ) , t h e  r e a l  p a r t  o f  £? i s  sy m m e t r i c  a n d  t h e  i m a g i n a r y  
one i s  a n t i s y m m e t r i c .  A l s o ,  s i n c e  G(co) = G(-to) , an d  H(w)
= -H(-oj) , t h e  r e a l  p a r t  o f  S i s  an  e v e n  f u n c t i o n  o f  oj , and  
t h e  i m a g i n a r y  p a r t  i s  a n  odd  f u n c t i o n  o f  m. I t  c a n  b e  a l s o  
shown t h a t  G i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e .  Hence ,
p ( t ) = G(u>)cos wt dw +
0
H(co) s i n  ( j o t  d w . (1 -1 2 7 )
0
41
I t  s h o u l d  a l s o  b e  n o t e d  t h a t  by  t h e  p r i n c i p l e  o f  m i c r o s c o p i c
r e v e r s i b i l i t y  f o r  a - t y p e  v a r i a b l e s ,  ^(co) = S(w) ,
1 . 8 .  The I n f l u e n c e  o f  E x t e r n a l  F o r c e s
The s t a t i o n a r y  p r o c e s s e s  a r e  a l s o  f r e q u e n t l y  i n f l u ­
e n c e d  by e x t e r n a l  d r i v i n g  f o r c e s ,  F ^ ( t )  ( i = l , 2 , . . . , n ) . They 
i n d u c e  t im e  d e p e n d e n t  r e s p o n s e s ,  Xj_(t) ( i = l  , 2 , .  . . , n)  , e . g . ,  
i n  an e l a s t i c  medium a m e c h a n i c a l  f o r c e  F ( t )  i n d u c e s  an 
e l o n g a t i o n  x ( t ) . When t h e s e  f o r c e s  h a v e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  
v a l u e s , t h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  them  and  t h e  r e s p o n s e s  a r e  
l i n e a r :
00 00 
n t n
x ± ( t )  = |  J Ki k ( t - t ' ) F k ( t ) d t '  -  J j Kl k (T)Fk ( t - T )  d t ,
.CO —CO
(1 -1 2 8 )
w h ere  t h e  c o e f f i c i e n t s  K ^ .  a r e  s p e c i f i c  f i n i t e  f u n c t i o n s  o f  
t i m e .  E x p r e s s i o n  ( 1 -1 2 8 )  can  b e  w r i t t e n  i n  m a t r i x  n o t a t i o n :
00 00 
x ( t )  = ( K ( t - t ' ) * F ( t ) d t 1 = I ( K ( t ) * F ( t - T ) d x .
k=1 -oo (1 -1 2 9 )
S i n c e  a  r e s p o n s e  may n o t  p r e c e d e  i t s  e f f e c t  i n  t i m e ,  K 
s h o u l d  obey  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n :
K ( t - t ' )  = 0 f o r  t  < t ' ,  
o r  ( 1 -1 3 0 )
K( t ) = 0 f o r  x < 0.
T h i s  i s  an  e x p r e s s i o n  o f  t h e  p r i n c i p l e  o f  c a u s a l i t y .  The
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e q u a t i o n  (1 -1 3 0 )  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s
x ( oj) = k(ai) -F((d) , ( 1 -1 3 1 )
A A
w h e re  x(co) , k ( w ) , and F(w)  a r e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  o f  t h e
    ->
f u n c t i o n s  x ( t )  , K ( t )  , and  F ( t ) .  The q u a n t i t y  k(oo) may be
c a l l e d  a  g e n e r a l i z e d  s u s c e p t i b i l i t y  m a t r i x .
C o n s i d e r  t h e  random  v a r i a b l e s  a ( t )  . Under  an
i n f l u e n c e  o f  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  e x t e r n a l  d r i v i n g  f o r c e s  F ( t )
t h e i r  mean v a l u e s  c a n  be  fo u n d  a s
< a ( t ) >  = T c ( x ) • F ( t - t ) d x . ( 1 -1 3 2 )
To o b t a i n  t h o s e  mean v a l u e s ,  we may w r i t e :
< a ( t ) >  = a f ( a , t ) d a ,  ( 1 -1 3 3 )
w h e re  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  does  n o t  r e m a i n  s t a t i o n a r y  
due t o  t i m e  d e p e n d e n t  d r i v i n g  f o r c e s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  
f l u c t u a t i o n  d i s s i p a t i o n  th e o r e m  i s  a  v e r y  h e l p f u l  means o f  
a n a l y s i s .  I t  r e l a t e s  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  s p o n t a n e o u s  
f l u c t u a t i o n s  f o r  t h e  s t a t i o n a r y  p r o c e s s ,  a ( t ) , t o  t h e  " r e l a x ­
a t i o n  f u n c t i o n , "  K ( t ) , w h ic h  c o n t a i n s  t h e  s u s c e p t i b i l i t y  
m a t r i x ,  and  t h u s  t o  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  o f  a s y s t e m  b e i n g  
u n d e r  i n f l u e n c e  o f  t i m e  d e p e n d e n t  d r i v i n g  f o r c e s .  I t  i s  
e x p r e s s e d  by  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n :
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p ( t )  = K ( t ) - k ’ 1 (0)  k g - 1 , ( t > 0 ) .  ( 1 -1 3 4 )
The f l u c t u a t i o n  d i s s i p a t i o n  t h e o r e m  c a n  a l s o  b e  c om ple te ly -  
e x p r e s s e d  by  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f a m i l i a r  
m a t r i c e s  G a n d  H:
G = I £ M J I  ( I - 1 3 5 a )
IT (0  ’
H = ( I - 1 3 5 b )
IT tO
w h e re  t h e  s u p e r s c r i p t s  " s "  and  Ma M s t a n d  f o r  " s y m m e t r i c "  an d  
" a s y m m e t r i c " ,  r e s p e c t i v e l y .
When e x t e r n a l  d r i v i n g  f o r c e s  a c t  on t h e  s y s t e m ,  t h e  
t o t a l  d i f f e r e n t i a l  o f  t h e  e n t r o p y  c a n  be  e x p r e s s e d  by
dS = ^  dU + X-dct, ( 1 -1 3 6 )
_  _  n
w h ere  X = - g * a ,  (X^ = -  I > anc* c a n  a l s o  be  w r i t t e n  as
k 1
X = ( % )  . ( 1 -1 3 7 )
3a u.
By t h e  f i r s t  l a w  o f  th e rm o d y n a m ic s
dU = F - d a ,  ( 1 -1 3 8 )
f o r  a  s y s t e m  w h ic h  i s  a s sum ed  t o  be  i n s u l a t e d  f rom  t h e
—>■
s u r r o u n d i n g s .  The f o r c e s  F a r e  t h e r m o d y n a m i c a l l y  c o n j u g a t e
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—r  ^
t o  t h e  v a r i a b l e s  a ,  i . e . ,  F = — . Hence9a
dS = ( |  + X) • d a , (1 -1 3 9 )
and
£ -f x = —.
T 9a
(1 -1 4 0 )
Thus t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  e n t r o p y  i s
dS
I t
? ( t )
T + X da * l t - d - u i )
I n  a  t y p i c a l  c a s e  o f  " m o n o c h ro m a t i c "  d r i v i n g  f o r c e s  o s c i l l a t ­
i n g  w i t h  a  f r e q u e n c y  coQ, i . e . ,
:( t )  = i f e ' 1^  + i F * e la)ot, (1 -1 4 2 )
w i t h  t h e  F o u r i e r  co m ponen ts  o f  t h e s e  f o r c e s  g i v e n  by
F(oo) = tt[F6 (w- w^ + F ^ S  ( o)+ujo ) ] , (1 -1 4 3 )
t h e  i n t e g r a l  o v e r  t i m e  f o r  t h e  e x p r e s s i o n  o f  e n t r o p y  p r o d u c ­
t i o n  f rom  -<=° t o  °° d i v e r g e s  s i n c e  t h e  d i s s i p a t i o n  d u r i n g  
e v e r y  p e r i o d  2tt/ oj0 i s  f i n i t e .  F o r  one  su c h  p e r i o d  t h e  t o t a l  




Ht d t  =
IT T
T t [k(ajo )-k( tao ) ]
• N A (1 -1 4 4 )
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w here  coQ > 0 ,  and  a b a r  o v e r  dS i n d i c a t e s  a v e r a g e  v a l u e s .  I t  
can  a l s o  b e  s h o w n , t h a t  
%
ff/r °  ^  .  a
H  d t  = F - [k (0 )o ) - k (0 J o ) ] « F *  = F.S(03o ) F* > 0 .
" ir/a)o (1 -1 4 5 )
T h i s  e x p r e s s i o n  can  be  w r i t t e n  i n  a  v e r y  u s e f u l  f o rm ,  i n  
t e r m s  o f  r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  s u s c e p t i b i l i t y  
m a t r i x ,  a s  f o l l o w s :
gjr d t  = tt [k(ojo) ] x Re F F“ + tt [k(o)Q) ] * Im F F . (1-146)
-7 T  /  CO
T h i s  e x p r e s s i o n  shows t h a t  t h e  d i s s i p a t i o n  c a n  b e  d e t e r m i n e d  
by  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  sy m m e t r i c  c o n t r i b u t i o n  and  t h e  
r e a l  p a r t  o f  t h e  a n t i s y m m e t r i c  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  s u s c e p t i ­
b i l i t y  m a t r i x .
I t  i s  a l s o  w o r t h  m e n t i o n i n g  t h a t  t h e  m a c r o s c o p i c  
r e q u i r e m e n t  f o r  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  t o  b e  a n o n - n e g a t i v e  
q u a n t i t y  i s  s u f f i c i e n t  t o  im pose  t h e  c a u s a l i t y  c o n d i t i o n  
(1 -1 3 0 )  on t h e  f u n c t i o n  k ( x ) , w h ic h  o c c u r s  i n  t h e  l i n e a r  
r e l a t i o n s  s i m i l a r  t o  (1 -1 2 8 )  an d  ( 1 - 1 2 9 ) .
CHAPTER I I
FLUCTUATIONS AND DISSIPATION OF ENERGY 
IN THERMODYNAMIC SYSTEMS
I I . 1. G a u s s i a n  D i s t r i b u t i o n  o f  E n t r o p y
The p h y s i c a l  p a r a m e t e r s  w h ic h  d e s c r i b e  a  m a c r o s c o p i c  
body  i n  e q u i l i b r i u m  a r e ,  a l m o s t  a l w a y s ,  v e r y  n e a r l y  e q u a l  t o  
t h e i r  mean v a l u e s .  N e v e r t h e l e s s ,  s m a l l  d e v i a t i o n s  f ro m  t h e  
mean v a l u e s  o c c u r ,  i . e . ,  q u a n t i t i e s  a r e  s a i d  t o  f l u c t u a t e ,  
and  i t  becomes n e c e s s a r y  t o  f i n d  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u ­
t i o n  o f  t h e s e  d e v i a t i o n s .
C o n s i d e r  a c l o s e d  s y s t e m ,  and  l e t  x be some p h y s i c a l  
q u a n t i t y  d e s c r i b i n g  t h e  s y s t e m  a s  a w h o le  o r  some p a r t  o f  i t  
(x  s h o u l d  n o t  be  a  q u a n t i t y  w h ic h  i s  s t r i c t l y  c o n s t a n t  f o r  a 
c l o s e d  s y s t e m ,  s u c h  a s  i t s  e n e r g y ) . I t  w i l l  b e  c o n v e n i e n t  
t o  s u p p o s e  t h a t  t h e  mean v a l u e  <x> h a s  a l r e a d y  b e e n  s u b ­
t r a c t e d  f rom  x ,  so  t h a t  <x> = 0.
I f  t h e  e n t r o p y  o f  a s y s t e m  i s  f o r m a l l y  r e g a r d e d  a s  a 
f u n c t i o n  o f  t h e  e x a c t  v a l u e s  o f  t h e  e n e r g i e s  o f  t h e  s u b -
c
s y s t e m s ,  t h e  f u n c t i o n  e w i l l  g i v e  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u ­
t i o n  f o r  t h e s e  e n e r g i e s .  The p r o b a b i l i t y  f o r  a  q u a n t i t y
x t o  h a v e  a v a l u e  i n  t h e  i n t e r v a l  f rom  x t o  x + dx i s
S (x)p r o p o r t i o n a l  t o  e , w h e re  S (x )  i s  t h e  e n t r o p y  f o r m a l l y  
r e g a r d e d  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  e x a c t  v a l u e  o f  x .  D e n o t in g
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t h i s  p r o b a b i l i t y  by  w(x)  dx ,  we h a v e :
w(x)  -  Ce3 (x )
w here  C i s  a  c o n s t a n t .
The e n t r o p y  S h a s  a  maximum f o r  x  = <x> = 0. Hence
q u a n t i t y  x  i s  v e r y  s m a l l .  E x p a n d in g  S (x )  i n  po w ers  o f  x  
an d  r e t a i n i n g  o n l y  t e r m s  o f  up t o  t h e  s e c o n d  o r d e r ,  we o b t a i n
t u t i o n  i n  ( I I . 1) g i v e s  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  
fo rm :
The n o r m a l i z a t i o n  c o n s t a n t  A i s  g i v e n  by t h e  c o n d i t i o n :
The e x p r e s s i o n  f o r  w(x)  i s  v a l i d  f o r  s m a l l  x .  But  t h e  
i n t e g r a n d  i n  ( I I - 3 )  d e c r e a s e s  so r a p i d l y  w i t h  i n c r e a s i n g  
| x |  t h a t  t h e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n  may be  e x t e n d e d  f rom  -<» 
t o  » t o  g i v e  A = / ( B / 2 tt) .
Thus t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  v a r i o u s  
v a l u e s  o f  t h e  f l u c t u a t i o n  x  i s  g i v e n  by  t h e  f o r m u l a :
3 S /3 x  = 0 and  3 ^ S /3 x ^  < 0 f o r  x  = 0 .  I n  f l u c t u a t i o n s  t h e
1 2S (x )  = S (0 )  -  -j-gx , w h e re  B i s  a p o s i t i v e  c o n s t a n t .  S u b s t i -
w(x)  dx = Ae dx. (n-2)
l / 2 B x ( I I - 3 )
— 00
w(x) dx = / ( B / 2 t t )  e - 1 / 26* 2 dx . ( I I - 4 )
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T h i s  i s  a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n .  I t  h a s  a  maximum when x  = 0 
and  d e c r e a s e s  r a p i d l y  an d  s y m m e t r i c a l l y  a s  | x |  i n c r e a s e s  on 
e i t h e r  s i d e  o f  t h e  maximum.
The mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  i s :
< x 2> = y x  I x 2 e - i / 2 < x 2 > d x  = i  ( I I _ 5 )
2
Thus 8 = l / < x  >, an d  we c a n  w r i t e  t h e  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  
i n  t h e  fo rm
1 x 2w(x) dx = ——   - —  e x p ( -   n—) dx.  ( I I - 6 )
•J( 2 t t < x 2 > )  2 < x  >
2I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s m a l l e r  <x >, t h e  s h a r p e r  i s  t h e  
maximum o f  w ( x ) .
2
Knowing t h e  mean s q u a r e  <x >, we c an  f i n d  t h e  c o r r e ­
s p o n d in g  q u a n t i t y  f o r  an y  f u n c t i o n  <(>(x). S i n c e  x  i s  s m a l l ,
we h a v e :
Acj> = [d<j>/dx]x=0x ,  ( H - 7 )
and  t h u s
<(A(j>)> = [ ( d ( p / d x ) 2 ] x = 0 <x2 > . ( H - 8 )
The p r o b a b i l i t y  o f  a  s i m u l t a n e o u s  d e v i a t i o n  o f  
s e v e r a l  th e rm odynam ic  q u a n t i t i e s  f ro m  t h e i r  mean v a l u e s ,
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x ^ ,X 2 , . . . , x n  c a n  b e  s i m i l a r l y  d e t e r m i n e d .
We d e f i n e  t h e  e n t r o p y  S ( x ^ , . . . , x  ) a s  a  f u n c t i o n  o f  
t h e  q u a n t i t i e s  x ^ , X 2 » . . . , x  and  w r i t e  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i ­
b u t i o n  i n  t h e  fo rm  w d x - ^ . . . d x n . L e t  S be  e x p an d e d  i n  pow ers  
o f  t h e  x ^ ;  a s  f a r  a s  t h e  s e c o n d - o r d e r  t e r m s ,  t h e  d i f f e r e n c e  
S - Sg i s  a n e g a t i v e - d e f i n i t e  q u a d r a t i c  fo rm :
S “ S0 = ‘ \  I Bi k x i x k ( I I - 9 a )
i  , k = l
(Bfk  = 2 ^ ^ ) .  We s h a l l  o m i t  t h e  summation  s i g n ,  and  summation  
f ro m  1 t o  n  o v e r  a l l  r e p e a t e d  s u f f i x e s  w i l l  be  i m p l i e d .  Thus 
we w r i t e :
S " S0 ~ \  Bi k x i x k ‘ ( I I - 9 b )
S u b s t i t u t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  i n  ( I I - l )  , we o b t a i n  f o r  t h e  
r e q u i r e d  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n :
- l / 2 g . k x . x k 
w = Ae lK 1 K. (1 1 -1 0 )
The c o n s t a n t  A i s  d e t e r m i n e d  f rom  t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n
00 00 -  , _- l / 2 B i k x . x k
e 1 K dx, . . .dx  = 1 .  ( H - 1 1 )i n
— CO — oo
The i n t e g r a t i o n  o v e r  e a c h  x^  can  a g a i n  be  t a k e n  f rom  -°° t o  
«>. To c a l c u l a t e  t h i s  i n t e g r a l  we p r o c e e d  a s  f o l l o w s .  The
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l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n
x ± " a ±kxk (1 1 - 12)
o f  x ^ ,X 2 > . . . , x  c o n v e r t s  t h e  q u a d r a t i c  fo rm  S ^ x ^ x ^  i n t o  a 
sum o f  s q u a r e s  x^ x ^  = x ^ M ^  (w here  5 ^  = 0 i f  i  f6 k and  
1 i f  i  = k)  i f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  c o e f f i c i e n t s  a ^  s a t i s f y  
t h e  r e l a t i o n s  ^ i i ca i £ akm = T^ e d e t e r m i n a n t  o f  t h e  sums
a i f b f k  i s t h e  p r o d u c t  o f  t h e  d e t e r m i n a n t s  | a ^ J  and  | b ^ | ,  
and  s i m i l a r l y  f o r  a g r e a t e r  number  o f  d e t e r m i n a n t s .  S i n c e  
t h e  d e t e r m i n a n t  1*5^1 = 1> t h e  ab o v e  r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  
S ik  and  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  c o e f f i c i e n t s  i n  e q u a t i o n  (1 1 -1 2 )  
shows t h a t
3 a 2 = 1 ,  ( H - 1 3 )
w h ere  3 and  a  d e n o t e  t h e  d e t e r m i n a n t s  13-y .^l an d  l a ^ l *
When t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  a p p l i e d  t o  t h e  n o r m a l i ­
z a t i o n  i n t e g r a l ,  t h e  r e s u l t  i s :
Aa
■ l /2 x !x !
1 dx-£. . . d x ^  = 1 ,  ( 1 1 -1 4 )
s i n c e  t h e  J a c o b i a n  3 ( x ^ , . . . , x  ) / 9 ( x | , . . . , x ^ )  = a .  T h i s  
i n t e g r a l  now s e p a r a t e s  i n t o  a  p r o d u c t  o f  n  i n t e g r a l s ;  
c a l c u l a t i n g  them and  u s i n g  t h e  r e l a t i o n  ( 1 1 - 1 3 ) ,  we o b t a i n :
A = ( 2 i r ) " 1 / 2 n / 3 .  (1 1 -1 5 )
Thus we o b t a i n  f i n a l l y  t h e  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  f o r
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more t h a n  one v a r i a b l e  i n  t h e  fo rm
w. = ✓B
( 2 it)
1715 e*P(-l/2Slkx1xk) ( 1 1 -1 6 )
D e f i n i n g
X± -  - 9 S /3x^  — ( H - 1 7 )
We c an  d e t e r m i n e  t h e  mean v a l u e s  o f  t h e  p r o d u c t s  x^X^:
<x .X, > -   TTTrT
i  k  ( 2 u ) 1 / 2 S
- 1 / 2 B x x
Ix 8  x  • e P P dx dx' 1 i pk1 1  -1 ’ ' ’ n '
Assume t h a t  t h e  mean v a l u e s  <x^> a r e  n o t  z e r o  b u t  x ^ q . 
Then i n  (1 1 -1 6 )  x^  m u s t  be  r e p l a c e d  by x^  -  x ^ q , and  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  mean g i v e s
x i  =
( 2 t t )
/ e
T 7 2 n i  i n  i u
(1 1 -1 9 )
D i f f e r e n t i a t i n g  t h i s  e q u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  x^ q an d  a g a i n  
p u t t i n g  x ]_ o » ' - , »xnO eclu a -'- t o  z e r o > we h a v e  5 ^  on t h e  r i g h t  
and  t h e  r e q u i r e d  i n t e g r a l  on t h e  l e f t .
Thus
<x i Xk > -  6 l k . ( 11- 20)
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S u b s t i t u t i n g  ( 1 1 -1 7 )  an d ,  f o r  c o n v e n i e n c e ,  r e n a m in g  t h e  
s u f f i x e s ,  we f i n d :
Bm£x£ xk  = ‘W  ( H - 2 1 )
M u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  by  gT^ ( i . e . , by  an  e l e m e n t  o f  t h e  
m a t r i x  i n v e r s e  t o  3 ^m) and  summing o v e r  t h e  s u f f i x  m, we 
g e t :
^ m l t V k  “ 6ImSnk = «Ik- ^ I ’ 22>
By d e f i n i t i o n  o f  t h e  i n v e r s e  m a t r i x ,  3 ^ 3 ^  = anc* so
we h a v e :
<xi xk > = Bi k '  ( H - 2 3 )
F i n a l l y  we m u s t  d e t e r m i n e  <X;j_X^>. A c c o r d i n g  t o  
e q u a t i o n s  (1 1 -1 7 )  and  ( 1 1 - 2 0 ) ,  <xj_xic> = = ^ i f ^ f k ’
and  so
<xi V  = Bi k -  m - w
I t  i s  e a s y  t o  d e t e r m i n e  a l s o  t h e  mean s q u a r e  f l u c ­
t u a t i o n  o f  any  f u n c t i o n  f  (x-^, . . . ,x  ) o f  t h e  q u a n t i t i e s
X p X 2  xn> S i n c e  t h e  d e v i a t i o n s  f rom  t h e  mean v a l u e s
a r e  s m a l l ,  Af = ( 3 f / 3 x ^ ) x ^ ,  w h ere  t h e  3 f / 3 x ^  d e n o t e  t h e
v a l u e s  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  f o r  x n = . . .  = x„  = 0. Hence
1  n
<(A f)2>  -  ' W '  ( I I ' 25)
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o r ,  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (1 1 -2 3 )
I f  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  any  two o f  t h e  x^  a r e  s t a t i s ­
t i c a l l y  i n d e p e n d e n t ,  t h e  mean v a l u e  < x ^ 2 > i s  e q u a l  t o  t h e  
p r o d u c t  o f  t h e  mean v a l u e s  <x-^> and  <X2 >; s i n c e  e a c h  o f  t h e s e  
i s  z e r o ,  so i s  <x^X2 >. T h i s  i m p l i e s  t h a t  8 ^ 2  = 0* I t  i s  
e a s y  t o  s e e  t h a t  f o r  a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  t h e  c o n v e r s e  
s t a t e m e n t  i s  a l s o  v a l i d :  i f  <x-^X2 > = 0  ( i . e . ,  8 ^ 2  = 0 ) »
f l u c t u a t i o n s  o f  x-  ^ an d  X2  a r e  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t .
The p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  w-^ o f  t h e  q u a n t i t i e s  x-  ^ and  X2  
i s  o b t a i n e d  by i n t e g r a t i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  (1 1 -1 6 )  o v e r  a l l  
t h e  o t h e r  x ^ ;  t h e  r e s u l t  i s  an  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  fo rm
w1 2  = C e x p { - ^ rB ^x ^  - B | 2 x i x 2  ’  Z®22x 2^ ’ ( H - 2 7 )
(w here  t h e  c o e f f i c i e n t s  8 ^  a r e  i n  g e n e r a l  d i f f e r e n t  f rom  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  8 ^ )  . A p p ly in g  f o r m u la  (1 1 -2 3 )  t o  t h i s  d i s t r i ­
b u t i o n ,  we f i n d  t h a t  < x - ^ 2 > = B ^ ^ -  < x - ^ 2 > -  0 , t h e n
8 ^ 2 ^ = But  f ° r  a  m a t r i x  o f  o r d e r  two t h e  v a n i s h i n g  o f  t h e  
i n v e r s e  m a t r i x  e l e m e n t  B - j^  i m p l i e s  t h a t  o f  t h e  e l e m e n t  B-j^- 
Thus w^ 2  s e p a r a t e s  i n t o  a  p r o d u c t  o f  two i n d e p e n d e n t  G a u s s i a n  
d i s t r i b u t i o n s  f o r  t h e  q u a n t i t i e s  x-  ^ and  x ^ ,  w h ic h  a r e  t h e r e ­
f o r e  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t .
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I I . 2.  F l u c t u a t i o n s  o f  t h e  F u n d a m e n ta l  
Thermodynamic Q u a n t i t i e s
C o n s i d e r  a  s m a l l  p a r t  o f  a  body w h ic h  c o n t a i n s  a  
s u f f i c i e n t  number  o f  p a r t i c l e s .  I t  s h o u l d  be  e m p h a s iz e d  
t h a t  t h e  i m p o r t a n c e  o f  quan tum  f l u c t u a t i o n s  h a s  no b e a r i n g  
on t h e  i n f l u e n c e  o f  quan tum e f f e c t s  on t h e  te rm o d y n am ic  
q u a n t i t i e s  ( o r  e q u a t i o n  o f  s t a t e )  o f  t h e  s u b s t a n c e :  t h e
f l u c t u a t i o n s  may b e  p u r e l y  th e rm o d y n am ic  w h i l e  a t  t h e  same 
t i m e  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e  i s  g i v e n  by t h e  f o r m u l a e  o f  
quan tum m e c h a n i c s .
F o r  q u a n t i t i e s  s u c h  a s  e n e r g y  and  v o lu m e ,  w h ic h  h av e  
a  p u r e l y  m e c h a n i c a l  s i g n i f i c a n c e  a s  w e l l  a s  a  th e rm o d y n a m ic
o n e ,  t h e  c o n c e p t  o f  f l u c t u a t i o n s  i s  s e l f - e x p l a n a t o r y ,  b u t
i t  n e e d s  more p r e c i s e  t r e a t m e n t  f o r  q u a n t i t i e s  s u c h  a s  
e n t r o p y  and  t e m p e r a t u r e ,  whose d e f i n i t i o n  n e c e s s a r i l y  i n v o l v e s  
c o n s i d e r i n g  t h e  body  o v e r  f i n i t e  i n t e r v a l s  o f  t i m e .  F o r  
e x a m p le ,  l e t  S(E,V) be  t h e  e q u i l i b r i u m  e n t r o p y  o f  t h e  body 
a s  a  f u n c t i o n  o f  i t s  a v e r a g e  e n e r g y  an d  a v e r a g e  v o lu m e .  By 
t h e  f l u c t u a t i o n  o f  e n t r o p y  we s h a l l  mean t h e  c h a n g e  i n  t h e  
f u n c t i o n  S ( E ,V ) ,  f o r m a l l y  r e g a r d e d  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  
e x a c t  ( f l u c t u a t i n g )  v a l u e s  o f  t h e  e n e r g y  an d  vo lu m e .
The p r o b a b i l i t y  w o f  a f l u c t u a t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l
Stt o  e , w here  St  i s  t h e  t o t a l  e n t r o p y  o f  a c l o s e d  s y s t e m ,
i . e .  o f  t h e  body  a s  a  w h o le .  We c a n  s a y  t h a t  w i s  p r o p o r -
AStt i o n a l  t o  e , w h e re  ASt  i s  t h e  ch a n g e  i n  e n t r o p y  i n  t h e  
f l u c t u a t i o n :
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s t  -  - w v  ^I I ' 28>
w h ere  Rm£n  i s  t h e  minimum work n e e d e d  t o  c a r r y  o u t  r e v e r s i b l y  
t h e  g i v e n  ch an g e  i n  t h e  th e rm odynam ic  q u a n t i t i e s  i n  t h e  s m a l l  
p a r t  c o n s i d e r e d  ( r e l a t i v e  t o  w h ic h  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  body  
a c t s  a s  a  " m e d iu m " ) . Thus
w ^ e Rmin/T° .  ( 1 1 -2 9 )
We may s u b s t i t u t e  f o r  R ... t h e  e x p r e s s i o nm m  r
Rmin = AE '  T0AS + P 0AV’ ( H - 3 0 )
w h ere  AE, AS, AV a r e  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  e n e r g y ,  e n t r o p y  and  
vo lum e o f  t h e  s m a l l  p a r t  o f  t h e  body i n  t h e  f l u c t u a t i o n ,  and 
T q ,  P q  a r e  t h e  t e m p e r a t u r e  and  p r e s s u r e  o f  t h e  "medium",  i . e .  
t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  and  p r e s s u r e  o f  
t h e  body .  We s h a l l  o m i t  t h e  s u f f i x  z e r o  f rom  a l l  q u a n t i t i e s  
w h ic h  a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  f l u c t u a r i o n s ; t h e  e q u i l i b r i u m  
v a l u e s  w i l l  a lw a y s  b e  m e a n t .  Thus we h a v e :
w v e x p ( -  AE~TAE+PAV) . ( H - 3 1 )
We may n o t e  t h a t  i n  t h i s  fo rm  t h e  e x p r e s s i o n  (1 1 -3 1 )  i s  
a p p l i c a b l e  t o  an y  f l u c t u a t i o n s ,  s m a l l  o r  l a r g e  ( a  l a r g e  
f l u c t u a t i o n  h e r e  m ean in g  one  i n  w h ic h ,  f o r  e x a m p le ,  AE i s
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c o m p a r a b le  w i t h  t h e  e n e r g y  o f  t h e  s m a l l  p a r t  o f  t h e  body ,  
th o u g h  o f  c o u r s e  s t i l l  s m a l l  com pared  w i t h  t h e  e n e r g y  o f  t h e  
w ho le ’ b o d y ) . The a p p l i c a t i o n  o f  t h e  above  f o r m u l a  t o  s m a l l  
f l u c t u a t i o n s  (w h ich  a r e  t h o s e  g e n e r a l l y  o c c u r r i n g )  l e a d s  t o  
t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s .
E x p a n d in g  AE i n  s e r i e s ,  we o b t a i n
AE-TAS+PAV = ^ | ( A S )  2+2-^^:A SA V  + ^ | ( A V )  2 
3 S 3 V
(1 1 -3 2 )
T h i s  e x p r e s s i o n  may be  w r i t t e n  a s
1
1 A S A ( | | )  + A V A ( | | )V ‘ 3 V
= ^-(ASAT-APAV) ■ ( H - 3 3 )
Thus we o b t a i n  t h e  f l u c t u a t i o n  p r o b a b i l i t y  i n  t h e  fo rm
/APAV-ATASN w 'v exp (  ) • (1 1 -3 4 )
From t h i s  g e n e r a l  f o r m u l a  we can  f i n d  t h e  f l u c t u a t i o n s  
o f  v a r i o u s  th e rm o d y n am ic  q u a n t i t i e s .  C o n s i d e r  V an d  T a s  
i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  Then:
4S .  + -  ^ A T  + ( | | ) v AV, ( I I - 3 5 a )
4P = ( | P ) v 4 T + ( | p ) t 4 V . ( I I - 3 5 b )
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S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i n  t h e  e x p o n e n t  i n  f o r m u l a  
(1 1 -3 4 )  we f i n d  t h a t  t h e  t e r m s  i n  AVAT c a n c e l ,  l e a v i n g
w v exp - 0 / ^ -L. 1 f A m 2^ - j ( A T )  + 2 T (W ) T (AV) (1 1 -3 6 )
T h i s  e x p r e s s i o n  s e p a r a t e s  i n t o  two f a c t o r s ,  one d e p e n d in g  
o n l y  on AT an d  t h e  o t h e r  o n l y  on AV. I n  o t h e r  w o rd s ,  t h e  
f l u c t u a t i o n s  o f  t e m p e r a t u r e  and  o f  volume a r e  s t a t i s t i c a l l y  
i n d e p e n d e n t , so t h a t
<ATAV> = 0. ( H - 3 7 )
Comparing  s u c c e s s i v e l y  e a c h  o f  t h e  two m e n t i o n e d  
f a c t o r s  w i t h  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a  f o r  t h e  G a u s s i a n  d i s t r i b u ­
t i o n  ( I I - 5 )  we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  mean 
s q u a r e  f l u c t u a t i o n s  o f  t e m p e r a t u r e  and  vo lum e:
<(AT)2> = T2 /Cv , (1 1 -3 8 )
<(AV)2> = T (3 V /9 P ) t . ( 1 1 -3 9 )
T h e se  q u a n t i t i e s  a r e  p o s i t i v e  by  v i r t u e  o f  t h e  th e rm odyna m ic  
i n e q u a l i t i e s  Cv  > 0 and  (3P/9V)rj, < 0.
C o n s i d e r  now P and  S a s  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .
Then:
AV = ( f | )  A P + ( | | )  AS, ( I I - 4 0 a )
S P
AT = ( | | )  A S + ( f § )  AP = ^ - A S  + ( | | )  AP. ( I I - 4 0 b )
P S p s
58
From t h e  f o r m u l a  dW = T dS + V d P ,
(3V/3S)p = 3 w/3P3S = (3T/3P)g:
and  so
(11-41)
AV = (§|) AP+ (fj)  AS.
s s
(1 1 -4 2 )
S u b s t i t u t i o n  o f  AV an d  AT i n  (1 1 -3 4 )  g i v e s
w v exp 1 ,3V( f £ )  (AP) - 7^ =r—(AS)I t  3P (1 1 -4 3 )
S i m i l a r l y  t o  ( 1 1 - 3 6 ) ,  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  a  p r o d u c t  
o f  f a c t o r s ,  one  d e p e n d in g  o n l y  on AP an d  t h e  o t h e r  o n l y  on 
AS. I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  e n t r o p y  and  o f  
p r e s s u r e  a r e  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t ,  so t h a t
<AS AP> = 0. (1 1 -4 4 )
F o r  t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n s  o f  e n t r o p y  and  p r e s s u r e  we 
f i n d :
< (AS) > = Cp ,
< (AP) > = - T ( 3 P /3 V ) S .
(1 1 -4 5 )
(1 1 -4 6 )
T h e se  f o r m u l a e  show t h a t  t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n s  
o f  a d d i t i v e  th e rm o d y n a m ic  q u a n t i t i e s  (vo lum e and  e n t r o p y )  a r e  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i m e n s i o n s  ( t h e  vo lum e)  o f  t h o s e  p a r t s
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o f  t h e  body  t o  w h ic h  t h e y  r e l a t e .  A c c o r d i n g l y  t h e  r o o t - m e a n -
s q u a r e  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e s e  q u a n t i t i e s  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o
t h e  s q u a r e  r o o t  o f  t h e  v o lu m e ,  and  t h e  r e l a t i v e  f l u c t u a t i o n s
a r e  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h i s  s q u a r e  r o o t .  But f o r
q u a n t i t i e s  s u c h  a s  t e m p e r a t u r e  and  p r e s s u r e  t h e  r o o t - m e a n -
s q u a r e  f l u c t u a t i o n s  t h e m s e l v e s  a r e  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o
t h e  s q u a r e  r o o t  o f  t h e  vo lum e .
F orm ula  ( 1 1 - 3 9 )  d e t e r m i n e s  t h e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e
volume o f  some p a r t  o f  t h e  b o d y ,  c o n t a i n i n g  a  c e r t a i n  number
2
N o f  p a r t i c l e s .  D i v i d i n g  b o t h  s i d e s  by  N , we f i n d  t h e  
volume f l u c t u a t i o n  p e r  p a r t i c l e :
< ( A (V/N) ) 2> = - ^ ( f j )  . (11-47)
t r  3P T
T h i s  f l u c t u a t i o n  m u s t  o b v i o u s l y  be  i n d e p e n d e n t  o f  w h e t h e r  we 
c o n s i d e r  i t  f o r  c o n s t a n t  vo lum e o r  f o r  c o n s t a n t  number o f  
p a r t i c l e s . We c an  t h e r e f o r e  f i n d  t h e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  
number o f  p a r t i c l e s  i n  a f i x e d  volume i n  t h e  b o d y .  S i n c e  V 
i s  c o n s t a n t ,  we m u s t  p u t  A(V/N) = VA(1/N) = - (V /N 2 )AN. 
S u b s t i t u t i o n  y i e l d s :
<(AN)2> = -(TN2 /V2) ( 3 V /3 P ) t . (11-48)
A body  i s  c h a r a c t e r i z e d  n o t  o n l y  by  t h e  th e rm o d y n am ic  
q u a n t i t i e s  c o n s i d e r e d  ab o v e  b u t  a l s o  by  t h e  momentum <P> o f  
i t s  m a c r o s c o p i c  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  medium. I n  a s t a t e  o f  
e q u i l i b r i u m  t h e r e  i s  no m a c r o s c o p i c  m o t i o n ,  i . e .  <P> = 0.
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M o tio n  may, how ever ,  r e s u l t  f ro m  f l u c t u a t i o n ;  l e t  u s  d e t e r m i n e
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c h  a  f l u c t u a t i o n .  The minimum work R .m m
i n  t h i s  c a s e  i s  s i m p l y  e q u a l  t o  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e
0 1 O -y
body :  = P /2M = ^Mv > w h ere  M i s  i t s  m ass  an d  v  = <P>/M
t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  m a c r o s c o p i c  m o t i o n .  Thus t h e  r e q u i r e d  
p r o b a b i l i t y  i s
2
- M v / 2 T . . ( 1 1 -4 9 )
I t  may b e  n o t e d  t h a t  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  v e l o c i t y  a r e  s t a t i s ­
t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  t h o s e  o f  t h e  o t h e r  th e rm odyna m ic  
q u a n t i t i e s .  The mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  o f  e a c h  C a r t e s i a n  
component  o f  t h e  v e l o c i t y  i s  e q u a l  t o
<(Av ) 2> = T/M, (1 1 -5 0 )X
and  i s  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  m ass  o f  t h e  body .
The f o r e g o i n g  f o r m u l a e  show t h a t  t h e  mean s q u a r e  
f l u c t u a t i o n s  o f  s u c h  q u a n t i t i e s  a s  e n e r g y ,  v o lu m e ,  p r e s s u r e  
and  v e l o c i t y  v a n i s h  a t  a b s o l u t e  z e r o  ( a s  t h e  f i r s t  power  o f  
t h e  t e m p e r a t u r e ) . T h i s  i s  a g e n e r a l  p r o p e r t y  o f  a l l  t h e r m o ­
dynamic q u a n t i t i e s  w h ic h  a l s o  h a v e  a  p u r e l y  m e c h a n i c a l  s i g n i ­
f i c a n c e ,  b u t  i s  n o t  i n  g e n e r a l  t r u e  o f  su c h  p u r e l y  t h e r m o ­
dynamic q u a n t i t i e s  a s  e n t r o p y  and  t e m p e r a t u r e .
F o rm ula  (1 1 -3 8 )  f o r  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  t e m p e r a t u r e  
can  a l s o  be  i n t e r p r e t e d  f rom  a d i f f e r e n t  p o i n t  o f  v i e w .  The 
c o n c e p t  o f  t e m p e r a t u r e  may be  i n t r o d u c e d  t h r o u g h  t h e  Gibbs  
d i s t r i b u t i o n  and i t  i s  t h e n  r e g a r d e d  a s  a p a r a m e t e r  d e f i n i n g
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t h i s  d i s t r i b u t i o n .  As a p p l i e d  t o  an  i s o l a t e d  b o d y ,  t h e  Gibbs  
d i s t r i b u t i o n  g i v e s  a c o m p le t e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  
p r o p e r t i e s ,  e x c e p t  f o r  t h e  i n a c c u r a c y  t h a t  i t  l e a d s  t o  v e r y  
s m a l l  b u t  n o n - z e r o  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  
body;  t h e s e  c a n n o t  i n  f a c t  e x i s t .  C o n v e r s e l y ,  i f  t h e  e n e r g y  
i s  r e g a r d e d  a s  a g i v e n  q u a n t i t y ,  we c a n n o t  a s s i g n  a  d e f i n i t e  
t e m p e r a t u r e  t o  t h e  bo d y ,  and  we m u s t  s u p p o s e  t h a t  t h e  t e m p e r ­
a t u r e  u n d e r g o e s  f l u c t u a t i o n s  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  e q u a t i o n  ( I I -  
3 8 ) ,  w h e re  Cv  d e n o t e s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  o f  t h e  body a s  a  w ho le  
T h i s  q u a n t i t y  o b v i o u s l y  d e s c r i b e s  t h e  a c c u r a c y  w i t h  w h ic h  t h e  
t e m p e r a t u r e  o f  an  i s o l a t e d  body  can  be  d e f i n e d .
c l e s  w i t h i n  some r e l a t i v e l y  s m a l l  vo lum e i n  an  o r d i n a r y  i d e a l  
g a s  i s  fo u n d  by  s u b s t i t u t i n g  V = NT/P i n  f o r m u l a  ( 1 1 - 4 8 ) .
T h i s  g i v e s  t h e  s i m p l e  r e s u l t :
The r e l a t i v e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  number o f  p a r t i c l e s  i s  t h e r e ­
f o r e  j u s t  t h e  r e c i p r o c a l  s q u a r e  r o o t  o f  t h e  mean number o f  
p a r t i c l e s :
I n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  number  
o f  p a r t i c l e s ,  f o r  ex am p le ,  i n  an  i d e a l  Bose  g a s ,  a t  t e m p e r a ­
t u r e s  T < Tq we m u s t  c o n s i d e r  t h a t  t h e  p r e s s u r e  i s  i n d e p e n d e n t
I I . 3.  F l u c t u a t i o n s  i n  an  I d e a l  Gas
The mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  number  o f  p a r t i -
<(AN)2> = N. ( H - 5 1 )
( H - 5 2 )
N /N
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o f  t h e  v o lu m e ,  i . e .  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  becomes i n f i n i t e .  
A c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  (1 1 -1 8 )  i t  w ou ld  im p ly  t h a t  t h e  f l u c ­
t u a t i o n s  o f  number  o f  p a r t i c l e s  a l s o  become i n f i n i t e .  T h i s  
means t h a t ,  i n  c a l c u l a t i n g  f l u c t u a t i o n s  i n  a  g a s  o b e y in g  
Bose s t a t i s t i c s ,  t h e  i n t e r a c t i o n  b e tw e e n  i t s  p a r t i c l e s  
c a n n o t  b e  n e g l e c t e d  a t  low t e m p e r a t u r e s ,  how ever  weak t h i s  
i n t e r a c t i o n  may b e .  When t h e  i n t e r a c t i o n ,  w h ich  m u s t  e x i s t  
i n  an y  a c t u a l  g a s ,  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  t h e  r e s u l t i n g  
f l u c t u a t i o n s  a r e  f i n i t e .
Knowing t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  number  
o f  p a r t i c l e s  i n  a  g i v e n  volume o f  g a s ,  we c a n  w r i t e  down t h e  
c o r r e s p o n d i n g  G a u s s i a n  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  f l u c ­
t u a t i o n s  i n  t h i s  number  o f  p a r t i c l e s :
w(N) dN = exp (N-<N>)'2<N> dN. (1 1 -5 3 )
T h i s  f o r m u l a  i s ,  h o w e v e r ,  v a l i d  o n l y  f o r  s m a l l  f l u c t u a t i o n s :  
t h e  d e v i a t i o n  N - <N> m u s t  be  s m a l l  com pared  w i t h  t h e  number 
<N> i t s e l f .
I f  t h e  vo lum e s e l e c t e d  i n  t h e  g a s  i s  s u f f i c i e n t l y  
s m a l l ,  t h e  number  o f  p a r t i c l e s  i n  i t  i s  s m a l l ,  and  we may 
a l s o  c o n s i d e r  l a r g e  f l u c t u a t i o n s , w h ere  N - <N> becomes 
c o m p a r a b le  w i t h  <N>. T h i s  p r o b le m  i s  m e a n i n g f u l  o n l y  f o r  a 
B o l tzm ann  g a s ,  s i n c e  i n  a  Fe rm i  o r  Bose g a s  t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  su c h  f l u c t u a t i o n s  can  become a p p r e c i a b l e  o n l y  i n  vo lum es  
so s m a l l  t h a t  quan tum  f l u c t u a t i o n s  become i m p o r t a n t .
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The s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b le m  i s  m o s t  s im p l y  f o u n d  a s
f o l l o w s .  L e t  Vg an d  Ng be  t h e  t o t a l  vo lum e o f  t h e  g a s  and
t h e  number  o f  p a r t i c l e s  i n  i t ,  and  V a p a r t  o f  t h e  vo lu m e ,
s m a l l  com pared  w i t h  V g .  S i n c e  t h e  g a s  i s  u n i f o r m ,  t h e
p r o b a b i l i t y  t h a t  an y  g i v e n  p a r t i c l e  i s  i n  t h e  vo lum e V i s
t h e  r a t i o  V/Vq , and  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  N g i v e n  p a r t i c l e s
a r e  s i m u l t a n e o u s l y  p r e s e n t  i n  i t  i s  (V/V ) ^ .  S i m i l a r l y ,  t h e
p r o b a b i l i t y  t h a t  a  p a r t i c l e  i s  n o t  i n  t h e  vo lum e V i s  (V g -V ) /V g ;
an d  t h e  same p r o b a b i l i t y  f o r  Nn - N g i v e n  p a r t i c l e s  s i m u l -
N g - N
t a n e o u s l y  i s  [ ( V g - V ) / V g ]  . The p r o b a b i l i t y  w^ t h a t  t h e
volum e V  c o n t a i n s  N m o l e c u l e s  i n  a l l  i s  t h e r e f o r e  g i v e n  by
N g !  v  N v  N g - N  
WN  "  N l  ( N g - N )  ( 1  '  V j ^  ’ ( H - 5 4 )
w h ere  a  f a c t o r  h a s  b e e n  i n c l u d e d  w h ic h  g i v e s  t h e  number  o f  
p o s s i b l e  ways o f  c h o o s i n g  N  o u t  o f  N g  p a r t i c l e s .
I n  t h e  c a s e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  V << V g ,  an d  t h e  
number N ,  t h o u g h  i t  may d i f f e r  c o n s i d e r a b l y  f rom  i t s  mean 
v a l u e  < N > ,  i s  assum ed  t o  be  s m a l l  com pared  w i t h  t h e  t o t a l  
number  Ng o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  g a s .  Then we may p u t
V M
N g !  =  ( N g - N ) ! N g  an d  n e g l e c t  N  i n  t h e  e x p o n e n t  N g  - N ,  o b t a i n ­
i n g :
N V N N0
wn  -  trr<T%-> d  -  • < « - « >




rr = <N>M/ i <N>n °
N N!  ^ Nq ‘ ( H - 5 6 )
F i n a l l y ,  u s i n g  t h e  w e l l - k n o w n  f o r m u l a
l im  ( l - ^ ) n  = e " x , ( 1 1 -5 7 )
XX->-00 Ll
Nq <n>
we r e p l a c e  ( 1 -<N>/Nq) , w i t h  Ng l a r g e ,  by  e~ and  o b t a i n
t h e  r e q u i r e d  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  f o l l o w i n g  form :
wn ”  <N>Ng i <N>• <I I ' 58>
T h i s  i s  t h e  w e l l - k n o w n  P o i s s o n ' s  f o r m u l a .  I t  i s  e a s i l y  s e e n  
t o  s a t i s f y  t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n :
I wN * 1.  ( 1 1 -5 9 )
N=0
From t h i s  d i s t r i b u t i o n  we can  c a l c u l a t e  t h e  mean 
s q u a r e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  number  o f  p a r t i c l e s :
_ oo 00 N  oo NT.m .2  _ v at2 „  _ _-<N> v <N>1nN _ _-<N> v <^>- n| qn - - uliTsnrr - s HI2H5^ rr
, -<N> ® <N>N ^ 2+ e ~^ T ^ T T T "  <N> +  <N>- ( I Z - 6 0 >
Hence
<(AN)2 > = <N2 > - <N>2 = <N>, (1 1 -6 1 )
65
and  t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  number  o f  p a r t i c l e s  
i s  e q u a l  t o  <N> f o r  an y  v a l u e  o f  <N>, and  n o t  o n l y  f o r  l a r g e  
v a l u e s .
We may n o t e  t h a t  f o r m u l a  (1 1 -5 8 )  c a n  a l s o  be  d e r i v e d  
d i r e c t l y  f ro m  t h e  G ibbs  d i s t r i b u t i o n .  A c c o r d i n g  t o  t h e  l a t t e r ,  
t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  N g a s  p a r t i c l e s ,  c o n s i d e r e d  s i m u l t a n e o u s l y ,  
among v a r i o u s  quan tum  s t a t e s  i s  g i v e n  by  t h e  e x p r e s s i o n  
e x p { / T > , w h e re  i s  t h e  sum o f  t h e  e n e r g i e s  o f
t h e  i n d i v i d u a l  p a r t i c l e s .  To d e r i v e  t h e  r e q u i r e d  p r o b a b i l i t y  
Wj^j we m u s t  sum t h i s  e x p r e s s i o n  o v e r  a l l  p a r t i c l e  s t a t e s  
" b e l o n g i n g "  t o  a  g i v e n  vo lum e V. I f  we sum o v e r  t h e  s t a t e s  
o f  e a c h  p a r t i c l e  i n d e p e n d e n t l y ,  t h e  r e s u l t  m u s t  be  d i v i d e d  
by  N! g i v i n g :
a / T  ( l i - e k ) / T  N
WN *  T T H  < £e  > • ( 1 1 - 6 2 )k
The sum i s  t h e  mean number o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  vo lum e  c o n ­
s i d e r e d :
( y - O / T
£e = <N>. (1 1 -6 3 )
k
Thus we f i n d :
wN = C<N>N/ N ! , ( 1 1 -6 4 )
w h ere  C i s  a c o n s t a n t ,  and  t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n  shows 
t h a t  C = e ~ <^ > , g i v i n g  a g a i n  f o r m u l a  ( 1 1 - 5 8 ) .
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I I . 4 .  C o r r e l a t i o n s  o f  F l u c t u a t i o n s  
I n  a  homogeneous  i s o t r o p i c  s u b s t a n c e  ( g a s  o r  l i q u i d )
t
a l l  p o s i t i o n s  o f  t h e  p a r t i c l e s  i n  s p a c e  a r e  e q u a l l y  p r o b a b l e .  
T h i s  a p p l i e s  t o  a n y  g i v e n  p a r t i c l e  on c o n d i t i o n  t h a t  a l l  o t h e r  
p a r t i c l e s  c a n  o c c u p y  a r b i t r a r y  p o s i t i o n s ,  and  i s  n o t  i n  c o n t r a ­
d i c t i o n  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  t h e  i n t e r a c t i o n  b e tw e e n  d i f f e r e n t  
p a r t i c l e s  m u s t  c a u s e  some c o r r e l a t i o n  i n  t h e i r  p o s i t i o n s ,  
i . e .  i f  we c o n s i d e r  two p a r t i c l e s  s i m u l t a n e o u s l y ,  t h e n  f o r  a 
g i v e n  p o s i t i o n  o f  one  p a r t i c l e  t h e  v a r i o u s  p o s i t i o n s  o f  t h e  
o t h e r  w i l l  n o t  be  e q u a l l y  p r o b a b l e .
We s h a l l  c o n s i d e r  o n l y  a  m onatom ic  s u b s t a n c e ,  i n  
w h ic h  t h e  p o s i t i o n  o f  e a c h  p a r t i c l e  i s  f u l l y  d e t e r m i n e d  by 
i t s  t h r e e  c o o r d i n a t e s .
L e t  n  dV d e n o t e  t h e  number o f  p a r t i c l e s  p r e s e n t  i n  a 
vo lum e e l e m e n t  dV a t  a  g i v e n  i n s t a n t .  S i n c e  dV i s  i n f i n i t e ­
s i m a l ,  i t  c a n n o t  c o n t a i n  more  t h a n  one  p a r t i c l e  a t  a t i m e ;  
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  two p a r t i c l e s  i n  i t  a t  on ce  i s  an  
i n f i n i t e s i m a l  q u a n t i t y  o f  a  h i g h e r  o r d e r .  The mean number 
o f  p a r t i c l e s  <n> dV i s  t h e r e f o r e  a l s o  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a 
p a r t i c l e  i s  p r e s e n t  i n  dV.
C o n s i d e r  t h e  mean v a l u e ,
9
< (n^-<n-^>) (n 2 ~<n2 > ) > = <n-|^2 > " (<n>) , (11-65)
w h ere  n-  ^ and  ^  a r e  t h e  p a r t i c l e  number  d e n s i t i e s  n ( r )  a t  
two d i f f e r e n t  p o i n t s  i n  s p a c e ,  and  <n> d e n o t e s  t h e  mean
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d e n s i t y ,  w h ic h  i s  t h e  same a t  e v e r y  p o i n t  (<n^> = < ^ >  = <n>) 
owing t o  t h e  h o m o g e n e i ty  o f  t h e  body .  I f  t h e r e  w ere  no c o r r e ­
l a t i o n  b e tw e e n  t h e  p o s i t i o n s  o f  d i f f e r e n t  p a r t i c l e s ,  we s h o u l d
o
hav e  <n-^n2 > = <n-^> • <n2 > = (<n>) , and  t h e  mean v a l u e  would  
b e  z e r o .  Thus t h i s  q u a n t i t y  can  s e r v e  a s  a m e a s u re  o f  t h e  
c o r r e l a t i o n .
L e t  n ^ 2 ^V2  d e n o t e  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e r e  i s  a 
p a r t i c l e  i n  t h e  volume e l e m e n t  dV2  when t h e r e  i s  one  i n  dV^; 
n - ^ 2  i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  m a g n i t u d e  r  = I r ^ - r ^ l  o f  t h e  d i s t a n c e  
b e tw e e n  t h e  two e l e m e n t s .
S i n c e ,  a s  a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  t h e  number  n  dV i s  0 o r  
1 , i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  mean v a l u e  i s
<n^dV^ *n2 dV2 > = <n^>dV-^ ' n ^ d ^ , ( I I - 6 6 a)
o r
< n ^ 2 > = n ^ 2 <ti> . ( I I - 6 6 b)
I n  t h i s  r e l a t i o n ,  v a l i d  when r ^  f  we c a n n o t ,  h o w ev er ,  go 
t o  t h e  l i m i t  -  r ^ ,  s i n c e  t h e  d e r i v a t i o n  i g n o r e s  t h e  f a c t  
t h a t ,  i f  t h e  p o i n t s  1  and  2  c o i n c i d e ,  a  p a r t i c l e  i n  dV^ i s
a l s o  i n  dV2 . A r e l a t i o n  w h ic h  a c c o u n t s  f o r  t h i s  f a c t  i s  t h e
f o l l o w i n g :
<nl n 2 > = <n>n12 + <n>^ ' (1 1 -6 7 )
We can  now t a k e  a s m a l l  volume AV, m u l t i p l y  t h e  e q u a t i o n  
(1 1 -6 7 )  by dV-^dV2 , an d  i n t e g r a t e  o v e r  AV. The t e r m  <n>n - ^ 2
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t h e n  g i v e s  a  s e c o n d - o r d e r  s m a l l  q u a n t i t y  ( p r o p o r t i o n a l  t o  
2
(AV) ) ;  t h e  t e r m  c o n t a i n i n g  t h e  d e l t a  f u n c t i o n  g i v e s  AV, 
i . e .  a  f i r s t - o r d e r  q u a n t i t y .  Thus we o b t a i n :
< (
2
n  dV) > = <n>AV, (1 1 -6 8 )
AV
s i n c e  o n l y  0  o r  1  p a r t i c l e  c a n  be  i n  t h e  s m a l l  vo lum e.  
S u b s t i t u t i o n  o f  (1 1 -6 7 )  i n  (1 1 -6 5 )  g i v e s :
< ( n ^ - < n ^ > ) ( n 2 ~<n2 > ) > = <n>6 ( ? 2 - r ^ )  +  < n > v ( r ) , (1 1 -6 9 )
w here
v ( r )  = n 1 2  “ <n>» (1 1 -7 0 )
i s  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .  The c o r r e l a t i o n  t e n d s  t o  z e r o  
when t h e  d i s t a n c e  r  i n c r e a s e s  t o  i n f i n i t y :
v  (°°) = 0 .  ( H - 7 1 )
C o n s i d e r  now a f i n i t e  vo lume V i n  t h e  body .  We 
m u l t i p l y  e q u a t i o n  (1 1 -6 9 )  by  dV-^dV2  and  i n t e g r a t e  o v e r  
and  V2 . S in c e
( n 1 -<n^>)dV 1  = ( n 2 ~<n 2 >)dV 2  = N - <N> = AN, (1 1 -7 2 )
w here  N i s  t h e  t o t a l  number  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  volume V
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( s o  t h a t  <n>V = <N>), we f i n d :
2
v ( r ) d V 1dV2 = _ v. (1 1 -7 3 )
Chang ing  f rom  t h e  i n t e g r a t i o n  o v e r  V-^  and  V2 t o  one o v e r  ,
an d  t h e  r e l a t i v e  c o o r d i n a t e s  r  = ? 2 - r-^ ( t h e  p r o d u c t  o f  
whose d i f f e r e n t i a l s  we d e n o t e  by d V ) , and  b e a r i n g  i n  mind 
t h a t  v  d e p e n d s  o n l y  on r ,  we h a v e  f i n a l l y  t h e  f o l l o w i n g  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  i n t e g r a l  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n :
f v d V  = < m ! > .  i .-  1- (1 1 -7 4 )
Thus t h e  i n t e g r a l  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o v e r  a 
c e r t a i n  vo lum e i s  r e l a t e d  t o  t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  o f  
t h e  t o t a l  number  o f  p a r t i c l e s  i n  t h a t  v o lu m e .  We c a n  now 
e x p r e s s  t h e  i n t e g r a l  i n  t e r m s  o f  t h e  th e rm o d y n a m ic  q u a n t i t i e s :
v d V  = - ~ 1 • ( H - 7 5 )
I n  an  o r d i n a r y  ( c l a s s i c a l )  i d e a l  g a s  t h i s  g i v e s  v  dV = 0, 
i . e .  i n  an  i d e a l  g a s  t r e a t e d  by c l a s s i c a l  m e c h a n i c s  t h e r e  
i s  no c o r r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  p o s i t i o n s  o f  d i f f e r e n t  p a r t i c l e s ,  
s i n c e  t h e  p a r t i c l e s  o f  an  i d e a l  g a s  a r e  assum ed  n o t  t o  i n t e r ­
a c t  w i t h  one a n o t h e r .
On t h e  o t h e r  h an d ,  i n  a  l i q u i d  ( a t  t e m p e r a t u r e s  n o t  
c l o s e  t o  t h e  c r i t i c a l  p o i n t )  t h e  f i r s t  t e r m  i n  (1 1 -7 5 )  i s
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s m a l l  com pared  w i t h  u n i t y ,  b e c a u s e  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  o f
a,a  l i q u i d  i s  s m a l l .  I n  t h i s  c a s e  we c an  w r i t e  v  dV = - 1 .
T h i s  v a l u e  o f  t h e  i n t e g r a l  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  c o r r e ­
sp o n d s  i n  a s e n s e  t o  t h e  m u t u a l  i m p e n e t r a b i l i t y  o f  t h e  l i q u i d  
p a r t i c l e s ,  r e g a r d e d  a s  c l o s e l y  p a c k e d  s o l i d  s p h e r e s .
N e x t ,  l e t  u s  m u l t i p l y  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  (1 1 -6 9 )
■ik*r - i k * ( r 2 ~ r 1)
= e and  a g a i n  i n t e g r a t e  o v e r  V-^  and  V2by e 
The r e s u l t  i s
(n-^-<n>) ( n 2 ~<n>)e
i & - ( r 1 - r 2 )
dV1dV2 = <N> + <N>
o r
( n - < n > ) e ' l k ‘r dV > = <n>V(l+
v e - l S ' ? dV,
( I I - 7 6 a )
^ve" l k ’ r d V ) . ( I I - 7 6 b )
T h i s  r e l a t i o n  g i v e s  t h e  F o u r i e r  com ponen ts  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  mean s q u a r e s  o f  t h e  F o u r i e r  compo­
n e n t s  o f  t h e  d e n s i t y  n .
I I . 5 .  Time C o r r e l a t i o n s  o f  F l u c t u a t i o n s
C o n s i d e r  a p h y s i c a l  q u a n t i t y  w h ic h  d e s c r i b e s  a body  
i n  th e rm o d y n am ic  e q u i l i b r i u m ,  o r  p a r t  o f  s u c h  a  body .  T h i s  
q u a n t i t y  w i l l  u n d e r g o  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t i m e ,  f l u c t u a t i n g  
a b o u t  i t s  mean v a l u e .  L e t  x ( t )  a g a i n  d e n o t e  t h e  d i f f e r e n c e  
b e tw e e n  t h e  q u a n t i t y  and  i t s  mean v a l u e  ( so  t h a t  <x> = 0 ) .
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T h e r e  i s  some c o r r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  v a l u e s  o f  x ( t )
a t  d i f f e r e n t  i n s t a n t s ;  t h i s  means t h a t  t h e  v a l u e  o f  x a t  a 
g i v e n  i n s t a n t  t  a f f e c t s  t h e  p r o b a b i l i t i e s  o f  i t s  v a r i o u s  
v a l u e s  a t  a l a t e r  i n s t a n t  t  + x . I n  t h e  same way a s  f o r  t h e  
s p a t i a l  c o r r e l a t i o n  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s ,  we 
c a n  c h a r a c t e r i z e  t h e  t im e  c o r r e l a t i o n  by  t h e  mean v a l u e  o f  
t h e  p r o d u c t  x ( t ) x ( t + x ) . The a v e r a g i n g  h e r e  i s ,  a s  u s u a l ,  
u n d e r s t o o d  i n  a s t a t i s t i c a l  s e n s e ,  i . e .  a s  an  a v e r a g i n g  o v e r  
t h e  p r o b a b i l i t i e s  o f  a l l  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t y  x 
a t  t h e  t i m e s  t  an d  t  +  t . T h i s  s t a t i s t i c a l  a v e r a g i n g  i s  
e q u i v a l e n t  t o  a v e r a g i n g  o v e r  t h e  t im e  t  f o r  a g i v e n  v a l u e
The q u a n t i t y  t h u s  o b t a i n e d  i s  a  f u n c t i o n  o f  x o n l y ;  
we d e n o t e  i t  by  <}>(x):
As x i n c r e a s e s  i n d e f i n i t e l y ,  t h e  c o r r e l a t i o n  t e n d s  t o  z e r o ,  
and  t h e  f u n c t i o n  <j>(x) a l s o  t e n d s  t o  z e r o .
The F o u r i e r  component  o f  t h e  q u a n t i t y  x ( t )  i s  
d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
o f  x .
$ (x )  = < x ( t ) x ( t + x ) >  . (1 1 -7 7 )
(1 1 -7 8 )
— 00




S u b s t i t u t i n g  r e l a t i o n  (1 1 -7 9 )  i n  t h e  d e f i n i t i o n  
c K t ' - t )  = < x ( t ) x ( t ' ) > ,  we o b t a i n :
<f> ( t ' - t )  = f <x x ,> e _ i  ^cot+U)' C  ^dto dto 1 . ( 1 1 -8 0 )j to oj ' y
I f  t h i s  i n t e r v a l  i s  t o  be a f u n c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e  t  = t ' - t  
o n l y ,  t h e  i n t e g r a n d  m u s t  c o n t a i n  a d e l t a  f u n c t i o n  o f  id +  u 1 , 
i . e . :
<xojxojI> = ( x 2) ^6 (to+to ' ) . ( 1 1 -8 1 )
T h i s  r e l a t i o n  i s  t o  be  r e g a r d e d  a s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e
2
q u a n t i t y  s y m b o l i c a l l y  d e n o t e d  by (x  ) . A l t h o u g h  t h e  q u a n t i t i e s
2
x^ a r e  co m p lex ,  (x  ) i s  c l e a r l y  r e a l ,  a s  t h e  e x p r e s s i o n  (1 1 -8 1 )  
i s  z e r o  e x c e p t  when to1 = -to, and  t a k i n g  t h e  com plex  c o n j u g a t e  
c o r r e s p o n d s  t o  c h a n g i n g  t h e  s i g n  o f  to, i . e .  i n t e r c h a n g i n g  to 
and  to' .
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (1 1 -8 1 )  i n  ( t ) an d  i n t e g r a t i n g  
o v e r  to ' ,  we f i n d :
<Kt ) = ( x 2 ) we " ituTdto. ( 1 1 -8 2 )
In  p a r t i c u l a r ,  (0)  i s  j u s t  t h e  mean s q u a r e  o f  t h e  f l u c t u a t i n g  
q u a n t i t y :
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Hence t h e  " s p e c t r a l  d e n s i t y "  o f  t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n  
2 2i s  (x  ) o r  2 ( x  ) i f  t h e  i n t e g r a l  i s  t a k e n  o n l y  o v e r  p o s i ­
t i v e  V a l u e s  o f  to. T h i s  q u a n t i t y  i s  a l s o  t h e  F o u r i e r  component  
o f  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .  C o n v e r s e l y :
-2  ^ -  1to( x  "  2 7 0 ( x ) e laJTdx . ( 1 1 -8 4 )
By r e g a r d i n g  t h e  q u a n t i t y  x ( t )  a s  a  f u n c t i o n  o f  t im e  
we h av e  i m p l i c i t l y  assum ed  t h a t  i t  b e h a v e s  c l a s s i c a l l y .  The 
above  f o r m u l a e  c a n ,  ho w ev er ,  e a s i l y  be  p u t  i n  a  fo rm  a p p l i ­
c a b l e  t o  quantum  v a r i a b l e s  a l s o .  To do t h i s ,  we m u s t  r e p l a c e  
x  by  t h e  quantum o p e r a t o r  x ( t )  , w i t h  F o u r i e r  component  a s  




x ( t ) e i u t d t . ( 1 1 -8 5 )
The o p e r a t o r s  x ( t )  and  x ( t ' )  r e l a t i n g  t o  d i f f e r e n t  
i n s t a n t s  do n o t  i n  g e n e r a l  commute, and  t h e  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n  m u s t  now b e  d e f i n e d  a s
<t> ( t 1 - t )  = •2 <[ x ( t ) x ( t ' ) + x ( t ' ) x ( t ) ] > ,  ( 1 1 -8 6 )
w h ere  t h e  a v e r a g i n g  i s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e x a c t  p r o b a b i l i t i e s
2
g i v e n  by quantum  m e c h a n i c s .  The q u a n t i t y  (x  ) i s  d e f i n e d  by
i7 < (x  x  ,+x iX )> = (x  ) 6 (to+o)1) , ( 1 1 -8 7 )2 v to u) to or v / c o v ’ v
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and  t h e  r e l a t i o n s  ( 1 1 - 8 2 ) - ( 1 1 - 8 4 )  a r e  u n c h a n g e d .
Assume t h a t  t h e  q u a n t i t y  x  i s  s u c h  t h a t ,  i f  i t  h a s  
a  d e f i n i t e  v a l u e  ( c o n s i d e r a b l y  d i f f e r e n t  f rom  i t s  mean f l u c ­
t u a t i o n )  , a  d e f i n i t e  s t a t e  o f  p a r t i a l  e q u i l i b r i u m  c an  be 
d e s c r i b e d  by i t .  I n  o t h e r  w o rd s ,  t h e  r e l a x a t i o n  t im e  f o r  
t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  p a r t i a l  e q u i l i b r i u m  f o r  a  g i v e n  v a l u e  
o f  x i s  assum ed  t o  be  much l e s s  t h a n  t h e  r e l a x a t i o n  t i m e  
r e q u i r e d  t o  r e a c h  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e  o f  x  i t s e l f .  T h i s  
c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d  by  a w ide  c l a s s  o f  q u a n t i t i e s  o f  
p h y s i c a l  i n t e r e s t .  The f l u c t u a t i o n s  o f  su c h  q u a n t i t i e s  a r e  
th e rm odyna m ic  f l u c t u a t i o n s .  We s h a l l  c o n s i d e r  f l u c t u a t i o n s  
o n l y  o f  t h i s  t y p e ,  and  m o re o v e r  s h a l l  a s sum e  t h e  q u a n t i t i e s  
x  t o  b e  c l a s s i c a l .
We s h a l l  a l s o  assume t h a t ,  a s  c o m p l e t e  e q u i l i b r i u m  
i s  a p p r o a c h e d ,  no o t h e r  d e v i a t i o n s  f rom  e q u i l i b r i u m  a r i s e  
i n  t h e  s y s t e m  w h ic h  w ould  r e q u i r e  t h e  u s e  o f  f u r t h e r  q u a n t i ­
t i e s  t o  d e s c r i b e  them.  I n  o t h e r  w o r d s ,  a t  e v e r y  i n s t a n t  t h e  
s t a t e  o f  t h e  body m u s t  be  e n t i r e l y  d e f i n e d  by  t h e  v a l u e  o f  
x .
L e t  t h e  q u a n t i t y  x ( t )  h a v e  a t  some i n s t a n t  t  a  v a l u e  
w h ic h  i s  l a r g e  com pared  w i t h  t h e  mean f l u c t u a t i o n .  Then we 
can  s a y  t h a t  a t  s u b s e q u e n t  i n s t a n t s  t h e  body  w i l l  t e n d  t o  
r e t u r n  t o  t h e  e q u i l i b r i u m  s t a t e ,  and  a c c o r d i n g l y  t h e  q u a n t i t y  
x w i l l  d e c r e a s e .  Under  t h e  a s s u m p t i o n s  made a b o v e ,  i t s  r a t e  
o f  ch an g e  x  w i l l  be  a t  e v e r y  i n s t a n t  e n t i r e l y  d e f i n e d  by  t h e  
v a l u e  o f  x  a t  t h a t  i n s t a n t :  x = x ( x ) . I f  x i s  s t i l l  s m a l l
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(com pared  w i t h  i t s  r a n g e  o f  p o s s i b l e  v a l u e s ) ,  t h e n  x ( x )  can  
be  e x p a n d ed  i n  po w ers  o f  x ,  k e e p i n g  o n l y  t h e  l i n e a r  t e r m :
d x / d t  = -Ax, (1 1 -8 8 )
w here  A i s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t .
L e t  u s  a l s o  d e f i n e  a q u a n t i t y  £ (x)  a s  t h e  mean v a l u e  
o f  x ( t )  a t  t im e  t  + x,  g i v e n  t h a t  a t  t h e  p r e c e d i n g  i n s t a n t ,  
t ,  i t  h a d  t h e  v a l u e  x ;  t h i s  mean v a l u e  i s  n o t  i n  g e n e r a l  
z e r o .  The c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  <j>(r) can  be  w r i t t e n  i n  t e r m s  
o f  t h e  f u n c t i o n  £ ( t )  a s  f o l l o w s :
<j>(x) =  < x £ x ( t ) > ,  (1 1 -8 9 )
w here  t h e  a v e r a g i n g  i s  o n l y  o v e r  t h e  p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  
v a r i o u s  v a l u e s  o f  x a t  t h e  i n i t i a l  i n s t a n t  t .
F o r  v a l u e s  o f  £ l a r g e  com pared  w i t h  t h e  mean f l u e -  
t u a t i o n ,  i t  c an  be  shown t h a t
d£x ( x ) / d x  = - H x ( t ) ,  ( 1 1 -9 0 )
and  we m u s t  f u r t h e r  e x p e c t  t h i s  r e l a t i o n  t o  be  t r u e  f o r  
a r b i t r a r y  ( n o t  n e c e s s a r i l y  l a r g e )  £ ("O . I n t e g r a t i n g  t h i s  
e q u a t i o n  we f i n d :
Cx ( t ) = x e " A\  (1 1 -9 1 )
s i n c e  by  d e f i n i t i o n  £ „ ( 0 )  = x .  F i n a l l y  we o b t a i n  a  f o r m u l a
X
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f o r  t h e  t i m e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n :
<Kt) = <x 2 > e " Xx. (1 1 -9 2 )
T h i s  f o r m u l a  i s  v a l i d  o n l y  f o r  t > 0 ,  s i n c e  i n  t h e  
f o r e g o i n g  d e r i v a t i o n  i t  h a s  b e e n  as sum ed  t h a t  t h e  i n s t a n t  
t  + t  i s  l a t e r  t h a n  t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  we h a v e  i d e n t i c a l l y
<f>(x) = < x ( t ) x ( t + x ) >  = < x ( t - x ) x ( t ) >  = ^ ( - x ) ,  ( 1 1 -9 3 )
s i n c e  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  am ounts  t o  a  s i m p l e  r e n a m in g  o f  
t h e  v a r i a b l e  ( t  -  x i n s t e a d  o f  t )  o v e r  w h ic h  t h e  a v e r a g i n g  
i s  p e r f o r m e d .  Thus ( x ) i s  an  e v e n  f u n c t i o n  o f  x.
We c a n  t h e r e f o r e  w r i t e  f i n a l l y :
<Kx) = <x2>e"Al T l , ( 1 1 - 9 4 )
w h ic h  i s  v a l i d  f o r  b o t h  p o s i t i v e  an d  n e g a t i v e  x . T h i s  f u n c ­
t i o n  h a s  two d i f f e r e n t  d e r i v a t i v e s  a t  x = 0 , t h e  r e a s o n  b e i n g  
t h a t  we h a v e  c o n s i d e r e d  i n t e r v a l s  o f  t i m e  l o n g  com pared  w i t h  
t h e  t i m e  f o r  e s t a b l i s h m e n t  o f  p a r t i a l  e q u i l i b r i u m  ( e q u i l i b r i u m  
w i t h  a  g i v e n  v a l u e  o f  x ) . The c o n s i d e r a t i o n  o f  s h o r t  t i m e s ,  
w h ic h  i s  n o t  p o s s i b l e  w i t h i n  t h e  th e rm o d y n a m ic  t h e o r y ,  w ould  
o f  c o u r s e  show t h a t  d<J>/dx = 0  f o r  x = 0 , a s  m u s t  be  t r u e  f o r  
an y  e v en  f u n c t i o n  o f  x .
I n t e g r a t i o n  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
F o u r i e r  co m ponen ts  o f  t h e  f u n c t i o n  <J>(x):
77
( x 2 ) = ----- j L _ _ < x 2 > =  A / t t $ (u>2 + A 2 )  , ( 1 1 -9 5 )
w A(co +AZ)
2
w h e re  x i s  g i v e n  by e q u a t i o n  ( 1 1 - 8 1 ) .
T h e se  r e s u l t s  c a n  a l s o  be  w r i t t e n  i n  a n o t h e r  fo rm  
w h ic h  i s  o f t e n  more c o n v e n i e n t  f o r  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s .
The r e l a t i o n  x  = -Ax f o r  t h e  q u a n t i t y  x i t s e l f  ( r a t h e r  
t h a n  i t s  mean v a l u e  E ) i s  v a l i d ,  a s  a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  o n l y  
when x  i s  l a r g e  com pared  w i t h  t h e  mean f l u c t u a t i o n  o f  x .  F o r  
a r b i t r a r y  v a l u e s  o f  x we may w r i t e :
x = -Ax 4 -  y,  ( 1 1 -9 6 )
t h u s  d e f i n i n g  a  new q u a n t i t y  y ( t ) . A l t h o u g h  t h e  m a g n i t u d e  
o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  o f  y d o e s  n o t  c h a n g e  w i t h  t i m e ,  when x  
i s  l a r g e  y i s  r e l a t i v e l y  s m a l l  and  may b e  n e g l e c t e d  i n  
e q u a t i o n  ( 1 1 -9 6 )  .
M u l t i p l y i n g  t h i s  e q u a t i o n  by e l u t  an d  i n t e g r a t i n g  
o v e r  t  f rom  0 t o  T ( w i t h  i n t e g r a t i o n  by  p a r t s  f o r  t h e  t e r m  
x e l w t ) , we o b t a i n  x^ = y /  (A-ioo) . U s in g  now f o r m u l a e  (1 1 -8 1 )  
a n d  ( 1 1 - 9 5 ) ,  we o b t a i n :
( y 2) w = A<x2 >/ it . ( 1 1 -9 7 )
T h i s  i s  a  q u a n t i t y  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  f r e q u e n c y .  I t  i s  a l s o
t h e  F o u r i e r  com ponent  o f  t h e  mean v a l u e  < y ( t ) y ( t + t ) >  j u s t  a s
2
(x  ) i s  t h e  F o u r i e r  component  o f  t h e  mean v a l u e  < x ( t ) x ( t + x ) >.
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A f u n c t i o n  whose F o u r i e r  com ponen ts  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  
f r e q u e n c y  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d e l t a  f u n c t i o n :
< y ( t ) y ( t + x ) >  = 2A<x ^>5(t ) .  ( 1 1 - 9 8 )
The v a n i s h i n g  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  when t  f  0 means 
t h a t  t h e  v a l u e s  o f  y ( t )  a t  d i f f e r e n t  i n s t a n t s  a r e  e n t i r e l y  
u n c o r r e l a t e d .  I n  r e a l i t y ,  h o w ev e r ,  t h i s  i s  o n l y  an  a p p r o x i ­
m a t i o n  an d  s i g n i f i e s  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  y ( t )  a r e  c o r r e l a t e d  
o v e r  t im e  i n t e r v a l s  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  t i m e  f o r  p a r t i a l  
e q u i l i b r i u m  t o  be  e s t a b l i s h e d  ( e q u i l i b r i u m  w i t h  a  g i v e n  
v a l u e  o f  x ) , w h ic h  i s  r e g a r d e d  a s  a n e g l i g i b l y  s m a l l  o n e .
I n  t h i s  c o n n e c t i o n  i t  s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  a l l  t h e  e q u a t i o n s  
p r e s e n t e d  ab o v e  f o r  t h e  F o u r i e r  com ponen ts  o f  v a r i o u s  q u a n t i ­
t i e s  a r e  v a l i d  o n l y  f o r  f r e q u e n c i e s  s m a l l  com pared  w i t h  t h e  
r e c i p r o c a l  o f  t h e  t i m e  f o r  p a r t i a l  e q u i l i b r i u m  t o  b e  e s t a b l i s h e d .
I I . 6 . The D i s s i p a t i v e  F u n c t i o n
The m a c r o s c o p i c  m o t i o n  o f  b o d i e s  s u r r o u n d e d  by  an 
e x t e r n a l  medium i s  i n  g e n e r a l  a cc o m p a n ied  by i r r e v e r s i b l e  
f r i c t i o n a l  p r o c e s s e s ,  w h ic h  u l t i m a t e l y  b r i n g  t h e  m o t i o n  t o  
a s t o p .  The k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  b o d i e s  i s  t h e r e b y  c o n v e r t e d  
i n t o  h e a t  an d  d i s s i p a t e s .
A p u r e l y  m e c h a n i c a l  t r e a t m e n t  o f  s u c h  a  m o t i o n  i s  
c l e a r l y  i m p o s s i b l e :  s i n c e  t h e  e n e r g y  o f  m a c r o s c o p i c  m o t i o n
i s  c o n v e r t e d  i n t o  t h e  e n e r g y  o f  t h e r m a l  m o t i o n  o f  t h e  m o l e c u l e s
o f  t h e  body  and  t h e  medium, s u c h  a  t r e a t m e n t  w ou ld  r e q u i r e  
t h e  s e t t i n g  up o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  a l l  t h e s e  
m o l e c u l e s .  The p r o b le m  o f  s e t t i n g  up e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  i n  
t h e  medium w h ic h  c o n t a i n s  o n l y  t h e  " m a c r o s c o p i c "  c o o r d i n a t e s  
o f  t h e  b o d i e s  i s  t h e r e f o r e  a  p r o b le m  o f  s t a t i s t i c a l  p h y s i c s .
T h i s  p r o b le m ,  h o w e v e r ,  c a n n o t  be s o l v e d  i n  a g e n e r a l  
fo rm .  S i n c e  t h e  i n t e r n a l  m o t i o n  o f  t h e  a toms i n  a  body 
d ep en d s  n o t  o n l y  on t h e  m o t i o n  o f  t h e  body  a t  a  g i v e n  i n s t a n t  
b u t  a l s o  on t h e  p r e v i o u s  h i s t o r y  o f  t h e  m o t i o n ,  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  w i l l  i n  g e n e r a l  c o n t a i n  n o t  o n l y  t h e  " m a c r o s c o p i c "  
c o o r d i n a t e s  X^,X 2 , . . . , X  o f  t h e  b o d i e s  and  t h e i r  f i r s t  and  
s e c o n d  t i m e  d e r i v a t i v e s  b u t  a l s o  a l l  t h e  h i g h e r - o r d e r  d e r i ­
v a t i v e s .  The L a g r a n g i a n  f o r  t h e  m a c r o s c o p i c  m o t i o n  o f  t h e  
s y s t e m  d o e s  n o t  t h e n  e x i s t ,  and  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t io n  w i l l  
be e n t i r e l y  d i f f e r e n t  i n  d i f f e r e n t  c a s e s .
The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  c a n  be  d e r i v e d  i n  a  g e n e r a l  
fo rm  i f  i t  may be assum ed  t h a t  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s te m  a t  a 
g i v e n  i n s t a n t  i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  by t h e  v a l u e s  o f  t h e  
c o o r d i n a t e s  and  v e l o c i t i e s  X^, an d  t h a t  t h e  h i g h e r - o r d e r  
d e r i v a t i v e s  may be  n e g l e c t e d ;  a  more  p r e c i s e  c r i t e r i o n  o f  
s m a l l n e s s  h a s  t o  b e  e s t a b l i s h e d  i n  e a c h  p a r t i c u l a r  c a s e .  I t  
may be  f u r t h e r  s u p p o s e d  t h a t  t h e  v e l o c i t i e s  a r e  t h e m s e l v e s  
so s m a l l  t h a t  t h e i r  h i g h e r  p o w ers  may be  n e g l e c t e d ,  and  
f i n a l l y  t h a t  t h e  m o t i o n  i n  q u e s t i o n  c o n s i s t s  o f  s m a l l  
o s c i l l a t i o n s  a b o u t  c e r t a i n  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n s .  The 
c o o r d i n a t e s  X^ c a n  be  c h o s e n  so t h a t  X. = 0 i n  t h e  e q u i l i b r i u m
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p o s i t i o n .  Then t h e  k i n e t i c  e n e r g y  K(X^) o f  t h e  s y s t e m  w i l l  
be  a  q u a d r a t i c  f u n c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t i e s  X^ an d  i n d e p e n d e n t  
o f  t h e  c o o r d i n a t e s  X^ t h e m s e l v e s ;  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  U(X^) 
due t o  t h e  e x t e r n a l  f o r c e s  w i l l  be a  q u a d r a t i c  f u n c t i o n  o f  
t h e  c o o r d i n a t e s  X . .X.
We d e f i n e  t h e  g e n e r a l i z e d  momenta P^ i n  t h e  u s u a l  way 
V± = 3K(Xi ) / 3 X i . ( 1 1 -9 9 )
T h e se  e q u a t i o n s  d e f i n e  t h e  momenta a s  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  
t h e  v e l o c i t i e s ;  u s i n g  them t o  e x p r e s s  t h e  v e l o c i t i e s  i n  t e r m s  
o f  t h e  momenta an d  s u b s t i t u t i n g  i n  t h e  k i n e t i c  e n e r g y ,  we 
o b t a i n  t h e  l a t t e r  a s  a  q u a d r a t i c  f u n c t i o n  o f  t h e  momenta, 
w i t h
X£ = 3K(Pi ) / 3 P i . (1 1 -1 0 0 )
I f  t h e  d i s s i p a t i v e  p r o c e s s e s  a r e  e n t i r e l y  n e g l e c t e d ,  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  w i l l  be  a s  i n  o r d i n a r y  m e c h a n i c s ,  
a c c o r d i n g  t o  w h ic h  t h e  t im e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  momenta a r e  
e q u a l  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  g e n e r a l i z e d  f o r c e s :
P£ = -3U/3Xi . ( 1 1 -1 0 1 )
Those  e q u a t i o n s  a r e  i n  f o r m a l  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  
p r i n c i p l e  o f  t h e  symmetry  o f  t h e  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s  i f  
t h e  q u a n t i t i e s  x-^, X2 , . . . >X2 S u s e d  t h e r e  a r e  t a k e n  a s  t h e  
c o o r d i n a t e s  X^ a n d  momenta P^. The minimum work n e e d e d  t o
b r i n g  t h e  b o d i e s  f rom  a s t a t e  o f  r e s t  i n  t h e i r  e q u i l i b r i u m
p o s i t i o n s  t o  t h e  p o s i t i o n s  X. w i t h  momenta P. i s  R .
1 i  m m
= K(F^) + U(X^) . The q u a n t i t i e s  Y-^, Y2 , . . . , Y2 S w i l l  t h e r e ­
f o r e  be t h e  d e r i v a t i v e s
Yy = (1 /T )3 R  . /aX .  = ( 1 / T ) 3 U / 3 X . , ( I I - 1 0 2 a )i i i i i i  i  i
Yp> = ( l / T ) 3 R m in / 3 P i  = ( l / T ) 3 K / 3 P i , ( I I - 1 0 2 b )
and  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 1 - 1 0 0 ) and  ( 1 1 - 1 0 1 ) w i l l  c o r r e s p o n d  t o
t h e  c a s e  w h ere  o n e  q u a n t i t y  (X^) r e m a i n s  i n v a r i a n t  u n d e r
t im e  r e v e r s a l  b u t  t h e  o t h e r  (P^)  c h a n g e s  s i g n .
We c a n  now w r i t e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a l l o w i n g
f o r  d i s s i p a t i v e  p r o c e s s e s ,  by  a d d i n g  t o  t h e  r i g h t - h a n d
s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 1 - 1 0 0 ) and  ( 1 1 - 1 0 1 ) c e r t a i n  l i n e a r
c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  Yv , Yp , s u c h  t h a t  t h e
Ai  r i
r e q u i r e d  symmetry  o f  t h e  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s  i s  m a i n t a i n e d .
E q u a t i o n s  ( 1 1 -1 0 0 )  m u s t  be l e f t  u n c h a n g e d ,  s i n c e  t h e y  a r e
s im p l y  a c o n s e q u e n c e  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  momenta and  do
n o t  depend  on t h e  p r e s e n c e  o r  a b s e n c e  o f  d i s s i p a t i v e  p r o c e s s e s .
T h i s  shows t h a t  t h e  t e r m s  ad d ed  t o  e q u a t i o n s  (1 1 -1 0 1 )  c a n
o n l y  be  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  Y„ ( i . e .  o f
v  i
t h e  d e r i v a t i v e s  3 K /9 P ^ ) ,  s i n c e  o t h e r w i s e  t h e  symmetry  o f  t h e  
k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s  w ould  be  v i o l a t e d .
Thus we h a v e  a s e t  o f  e q u a t i o n s  o f  t h e  fo rm
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(1 1 -1 0 4 )
P u t t i n g  3K/3P^ = X^, we h a v e  f i n a l l y
(1 1 -1 0 5 )
T h e se  a r e  t h e  r e q u i r e d  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  We s e e  t h a t  t h e  
p r e s e n c e  o f  d i s s i p a t i v e  p r o c e s s e s  l e a d s ,  i n  t h i s  a p p r o x i m a ­
t i o n ,  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  f r i c t i o n a l  f o r c e s  w h ic h  a r e  l i n e a r  
f u n c t i o n s  o f  t h e  v e l o c i t i e s .  T h e se  f o r c e s  c an  b e  w r i t t e n  a s  
t h e  d e r i v a t i v e s ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v e l o c i t i e s ,  
o f  t h e  f o l l o w i n g  q u a d r a t i c  f u n c t i o n :
w h ic h  i s  c a l l e d  t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n .  Then:
U s in g  t h e  L a g r a n g i a n  L = K -  U, we c a n  w r i t e  t h e s e  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a s  f o l l o w s :
(1 1 -1 0 6 )
d , 3L v 3L _ 9 fTT' \ " • / ™ " • i
d t  3Xi  3Xi  3Xi
(11-108)
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w h ic h  d i f f e r s  f ro m  t h e  u s u a l  fo rm  o f  L a g r a n g e ' s  e q u a t i o n s  by 
t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  
on t h e  r i g h t .
The e x i s t e n c e  o f  f r i c t i o n  c a u s e s  a  d e c r e a s e  i n  t h e  
t o t a l  m e c h a n i c a l  e n e r g y  K + U o f  t h e  m oving  b o d i e s .  The r a t e  
o f  t h i s  d e c r e a s e  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n .
We h a v e :
£ ( K + U )  = f i . )  ■ J X i ( P 1  +  ^ - ) ,  ( 1 1 - 1 0 9 )
1 =  1 1 1 1  1
o r ,  s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (1 1 -1 0 7 )  and  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  
t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  i s  q u a d r a t i c ,  we g e t :
^ ( K + U )  = - J X  - 2 f . ( 1 1 -1 1 0 )
F i n a l l y ,  we may m e n t i o n  t h a t ,  when t h e r e  i s  an  
e x t e r n a l  m a g n e t i c  f i e l d ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a g a i n  t a k e  
t h e  fo rm  o f  ( 1 1 - 1 0 5 ) ,  b u t  e q u a t i o n s  (1 1 -1 0 4 )  i s  r e p l a c e d  by:
Yi k ( I )  -  • ( 1 1 - 1 1 1 )
As a r e s u l t ,  t h e r e  i s  no d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  whose d e r i v a ­
t i v e s  d e t e r m i n e  t h e  f r i c t i o n  f o r c e s .  The e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  t h e r e f o r e  c a n n o t  be  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm  ( 1 1 -1 0 7 )  .
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I I . 7.  The G e n e r a l i z e d  S u s c e p t i b i l i t y
I t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  a  g e n e r a l  f o r m u l a  f o r  
t h e  s p e c t r a l  d i s t r i b u t i o n  o f  n o n - th e rm o d y n a m ic  f l u c t u a t i o n s  
a n a l o g o u s  t o  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  th e rm o d y n a m ic  f l u c t u a t i o n s ,  
b u t  i n  many c a s e s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  r e l a t e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  
n o n - th e rm o d y n a m ic  f l u c t u a t i o n s  t o  q u a n t i t i e s  d e s c r i b i n g  t h e  
b e h a v i o r  o f  t h e  body  u n d e r  c e r t a i n  e x t e r n a l  i n t e r a c t i o n s .  
T h e se  may be  f l u c t u a t i o n s  o f  e i t h e r  c l a s s i c a l  o r  quan tum 
q u a n t i t i e s .
P h y s i c a l  q u a n t i t i e s  o f  t h i s  t y p e  h a v e  t h e  p r o p e r t y  
t h a t  f o r  e a c h  o f  them t h e r e  e x i s t s  a n  e x t e r n a l  i n t e r a c t i o n  
d e s c r i b e d  by  t h e  p r e s e n c e ,  i n  t h e  H a m i l t o n i a n  o f  t h e  body ,  
o f  a  p e r t u r b i n g  o p e r a t o r  o f  t h e  t y p e
V = - £ f ( t ) , ( 1 1 -1 1 2 )
w h e re  x i s  t h e  quan tum  o p e r a t o r  o f  t h e  p h y s i c a l  q u a n t i t y  
c o n c e r n e d ,  an d  t h e  " p e r t u r b i n g  f o r c e "  f  i s  a  g i v e n  f u n c t i o n  
o f  t i m e .
The quan tum  mean v a l u e  <x> i s  n o t  z e r o  when su c h  a 
p e r t u r b a t i o n  i s  p r e s e n t  ( w h e re a s  <x> = 0  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  
s t a t e  i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n ) , and  i t  c a n  be 
w r i t t e n  i n  t h e  fo rm  a f ,  w h e re  a i s  a  l i n e a r  i n t e g r a l  o p e r a t o r  
whose e f f e c t  on t h e  f u n c t i o n  f ( t )  i s  g i v e n  by a f o r m u l a  o f  
t h e  f o l l o w i n g  t y p e :
<x> ( t )  = a f  = K ( x ) f ( t - x )  dx ,  (1 1 -1 1 3 )
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w h ere  K(x) i s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  and  d ep en d s  on t h e  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  body .  The v a l u e  o f  <x> a t  t i m e  t ,  d ep e n d s  o n l y  on t h e  
v a l u e s  o f  t h e  " f o r c e "  f  a t  p r e v i o u s  ( n o t  s u b s e q u e n t )  t i m e s , 
w h ic h  r e q u i r e m e n t  i s  s a t i s f i e d  by  t h e  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 1 3 ) .
Any p e r t u r b a t i o n  d e p e n d i n g  on t i m e  c a n  be  r e d u c e d  by  
means  o f  a F o u r i e r  e x p a n s i o n  t o  a  s e t  o f  m o n o c h ro m a t i c  compo­
n e n t s  w i t h  a  t i m e  d e p e n d e n c e  e - l a ) t . F o r  s u c h  a  p e r t u r b a t i o n ,  
t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  <x> and  f  i s :
<x> = a ( u ) f ,  (1 1 -1 1 4 )
w h ere  t h e  f u n c t i o n  a(aj) i s  g i v e n  by
a(w) = K(x)  e la)T dx . (1 1 -1 1 5 )
I f  t h i s  f u n c t i o n  i s  s p e c i f i e d ,  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  body  u n d e r  
t h e  p e r t u r b a t i o n  i n  q u e s t i o n  i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d .  The 
f u n c t i o n  a i s  g e n e r a l i z e d  s u s c e p t i b i l i t y .  I t  i s  a  f u n d a m e n t a l  
f u n c t i o n  s i n c e  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  q u a n t i t y  x c an  be  
e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  i t .
The f u n c t i o n  a(u)) i s  i n  g e n e r a l  co m p lex .  L e t  i t s  
r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  be  d e n o t e d  by  a '  and  a " :
a = a '  + i a " .  ( 1 1 -1 1 6 )
T h i s  d e f i n i t i o n  shows i m m e d i a t e l y  t h a t
a ( - oj) = a*(aj) . ( 1 1 -1 1 7 )
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S e p a r a t i n g  t h e  r e a l  an d  i m a g i n a r y  p a r t s ,  we f i n d
a ' ( - g o )  = a ' ( t o ) ,  a" ( -u) )  = -a " (co ) ,  ( 1 1 -1 1 8 )
i . e . ,  a ' ( t o )  i s  an  ev en  f u n c t i o n  and  a " an odd f u n c t i o n  o f  
t h e  f r e q u e n c y ,  to. When to = 0 t h e  f u n c t i o n  a"( to)  c h a n g e s  
s i g n ,  p a s s i n g  t h r o u g h  z e r o  ( o r  i n  some c a s e s  t h r o u g h  i n f i n i t y ) .
I t  s h o u l d  be  e m p h a s iz e d  t h a t  t h e  p r o p e r t y  (1 1 -1 1 7 )  
s i m p l y  e x p r e s s e s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  o p e r a t o r  r e l a t i o n  <x> = a f .  
m u s t  l e a d  t o  r e a l  v a l u e s  o f  <x> f o r  e v e r y  r e a l  f .  I f  t h e  
f u n c t i o n  f ( t )  i s  g i v e n  by  t h e  r e a l  e x p r e s s i o n  o f  t h e  fo rm :
f  = ^ ( f 0 e " ia j t+ f * e i a j t ) , ( 1 1 -1 1 9 )
t h e n  by  a p p l y i n g  t h e  o p e r a t o r  a  t o  e a c h  o f  t h e  two t e r m s  we 
o b t a i n :
<x> = ! [ a ( w ) f o e “ la) t+ a ( - ( o ) f j e l a j t ] . ( 1 1 - 1 2 0 )
The c o n d i t i o n  f o r  t h i s  e x p r e s s i o n  t o  b e  r e a l  i s  s i m p l y  t h e  
e q u a t i o n  ( 1 1 -1 1 7 )  .
As c o  t h e  f u n c t i o n  a ( g o )  t e n d s  t o  a  r e a l  f i n i t e
l i m i t  aoo. F o r  d e f i n i t e n e s s  we s h a l l  s u p p o se  t h a t  t h i s  l i m i t  
i s  z e r o ;  a  n o n - z e r o  r e q u i r e s  o n l y  some s l i g h t  c h a n g e s  i n  
some o f  t h e  f o r m u l a e .
The c h a n g e  i n  s t a t e  o f  t h e  body a s  a r e s u l t  o f  t h e  
" f o r c e "  f  i s  a c c o m p a n ie d  by d i s s i p a t i o n  o f  e n e r g y ;  t h e  s o u r c e
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o f  t h i s  e n e r g y  i s  t h e  e x t e r n a l  i n t e r a c t i o n ,  and  a f t e r  a b s o r p ­
t i o n  i n  t h e  body  i t  i s  c o n v e r t e d  i n t o  h e a t .  T h i s  d i s s i p a t i o n  
a l s o  <can b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  q u a n t i t y  a .  To do s o ,  
we u s e  t h e  e q u a t i o n  d E / d t  = < 3 H /3 t> ,  w h ic h  s t a t e s  t h a t  t h e  
t im e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  mean e n e r g y  o f  t h e  body  i s  e q u a l  t o  
t h e  mean v a l u e  o f  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  H a m i l t o n i a n
o f  t h e  body  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  S i n c e  o n l y  t h e  p e r t u r b a -
/\
t i o n  V i n  t h e  H a m i l t o n i a n  d e p e n d s  e x p l i c i t l y  on t h e  t i m e ,  we 
h a v e :
d E / d t  = - < x > d f / d t .  ( 1 1 -1 2 1 )
T h i s  r e l a t i o n  i s  i m p o r t a n t  i n  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  t h e o r y
u n d e r  d i s c u s s i o n .  I f  we know t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  ch an g e
i n  e n e r g y  i n  a p a r t i c u l a r  p r o c e s s ,  we c a n  a l s o  d e f i n e  w h ic h
q u a n t i t y  i s  t o  be  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  " f o r c e ” f  w i t h  r e s p e c t
t o  a  g i v e n  v a r i a b l e  x .
The mean e n e r g y  d i s s i p a t i o n  Q p e r  u n i t  t im e  c a n  be
d e r i v e d  f rom  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 2 1 ) by  s u b s t i t u t i n g  <x> f rom
e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 2 0 ) and  a v e r a g i n g  o v e r  t h e  p e r i o d  o f  t h e
2  * te x t e r n a l  i n t e r a c t i o n .  The t e r m s  c o n t a i n i n g  e -  la) v a n i s h ,  
and  we o b t a i n :
Q = ^ ic o (a * -a )  | f Q | 2  = ^ t o a " | f 0 | 2 . (1 1 -1 2 2 )
From t h i s  we s e e  t h a t  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  s u s c e p t i b i l i t y  
d e t e r m i n e s  t h e  d i s s i p a t i o n  o f  e n e r g y .  S i n c e  any  a c t u a l  p r o c e s s
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i s  a lw a y s  a c c o m p a n ie d  by some d i s s i p a t i o n  (Q > 0 ) , we r e a c h  t h e  
i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n  t h a t ,  f o r  a l l  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e  
v a r i a b l e  0 0 ,  t h e  f u n c t i o n  a "  i s  p o s i t i v e  and  n o t  z e r o .
I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  some -ve ry  g e n e r a l  r e l a t i o n s  
c o n c e r n i n g  t h e  f u n c t i o n  a (to) by  u s i n g  t h e  m e th o d s  o f  t h e  
t h e o r y  o f  f u n c t i o n s  o f  a  com plex  v a r i a b l e .  We r e g a r d  to a s  a 
com plex  v a r i a b l e  (to = to' +  i to")  and  c o n s i d e r  t h e  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  f u n c t i o n  a (to) i n  t h e  u p p e r  h a l f  o f  t h e  to -p la n e .  From 
t h e  d e f i n i t i o n  ( 1 1 -1 1 5 )  a n d  t h e  f a c t  t h a t  K ( t )  i s  f i n i t e  f o r  
a l l  p o s i t i v e  x ,  i t  f o l l o w s  t h a t  a (to) i s  a  o n e - v a l u e d  r e g u l a r  
f u n c t i o n  e v e r y w h e r e  i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e .  F o r ,  when t o " > 0 ,  
t h e  i n t e g r a n d  i n  ( 1 1 -1 1 5 )  i n c l u d e s  t h e  e x p o n e n t i a l l y  d e c r e a s -
— T  00 Mi n g  f a c t o r  e a n d ,  s i n c e  t h e  f u n c t i o n  K(x) i s  f i n i t e  t h r o u g h ­
o u t  t h e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n ,  t h e  i n t e g r a l  c o n v e r g e s .  The 
f u n c t i o n  a (to) h a s  no s i n g u l a r i t y  on t h e  r e a l  a x i s  (to" = 0 ) , 
e x c e p t  p o s s i b l y  a t  t h e  o r i g i n .  I t  i s  u s e f u l  t o  n o t i c e  t h a t  
t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  a (to) i s  r e g u l a r  i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e  i s ,  
p h y s i c a l l y ,  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  c a u s a l i t y  p r i n c i p l e .  Owing 
t o  t h i s  p r i n c i p l e , t h e  i n t e g r a t i o n  i s  t a k e n  o n l y  o v e r  t i m e s  
p r e v i o u s  t o  t ,  an d  t h e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n  t h e r e f o r e  e x t e n d s  
f rom  0  t o  °° r a t h e r  t h a n  f ro m  -°° t o  00.
I t  i s  e v i d e n t  a l s o  f rom  t h e  d e f i n i t i o n  (1 1 -1 1 5 )  t h a t
a  ( - t o * )  = ct*(oo) . ( 1 1 - 1 2 3 )
T h i s  g e n e r a l i z e s  t h e  r e l a t i o n  ( 1 1 -1 1 7 )  f o r  r e a l  to. I n  
p a r t i c u l a r ,  f o r  p u r e l y  i m a g i n a r y  to we have  a  (ito") = a*( ico")  ,
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i . e . ,  t h e  f u n c t i o n  a  (to) i s  r e a l  on t h e  i m a g i n a r y  a x i s .
The f u n c t i o n  a (to) t a k e s ,  i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e  o f  
ai, eafch r e a l  v a l u e  o f  a  i n  t h i s  r a n g e  once  o n l y ,  and  v a l u e s  
o u t s i d e  t h i s  r a n g e  n o t  a t  a l l .  Hence we c a n  d e d u c e  f i r s t  
o f  a l l  t h a t  on t h e  i m a g i n a r y  a x i s ,  w h e re  t h e  f u n c t i o n  a (to) 
i s  r e a l ,  i t  c a n n o t  h a v e  e i t h e r  a  maximum o r  a minimum, s i n c e  
o t h e r w i s e  i t  w ou ld  t a k e  some v a l u e s  a t  l e a s t  t w i c e .  C o n se ­
q u e n t l y ,  a(to )  v a r i e s  m o n o t o n i c a l l y  on t h e  i m a g i n a r y  a x i s ,  
t a k i n g  on t h a t  a x i s ,  and  nowhere  e l s e ,  a l l  r e a l  v a l u e s ' f r o m  
ciq t o  z e r o  o n c e  o n l y .
I f  (Xq = °° ( i . e . ,  a ( t o )  h a s  a  p o l e  a t  t h e  p o i n t  to = 0) , 
on p a s s i n g  a l o n g  t h e  r e a l  a x i s  ( i n  t h e  to -p lan e )  i t  i s  n e c e s ­
s a r y  t o  a v o i d  t h e  o r i g i n  by  means o f  an  i n f i n i t e s i m a l  s e m i ­
c i r c l e  above  i t .  The c h a n g e  i n  t h e  c o n t o u r  can  b e  r e g a r d e d  
a s  t h e  r e s u l t  o f  m oving  ctg t o  i n f i n i t y .  The f u n c t i o n  a  (to) 
t h e n  d e c r e a s e s  m o n o t o n i c a l l y  f rom  ® t o  0  on t h e  i m a g i n a r y  
a x i s .
L e t  u s  now d e r i v e  a  f o r m u l a  r e l a t i n g  t h e  r e a l  and  
i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  f u n c t i o n  a ( to ) .  To do s o ,  we c h o o s e  
some r e a l  p o s i t i v e  v a l u e  coq o f  to and  i n t e g r a t e  t h e  e x p r e s s i o n  
<x/(to-toQ> ro u n d  t h e  c o n t o u r  w h ic h  i n c l u d e s  t h e  w h o le  o f  t h e  
r e a l  a x i s ,  i n d e n t e d  upw ards  a t  t h e  p o i n t  to = ojq > 0 an d  a l s o  
a t  t h e  p o i n t  to = 0 i f  t h e  l a t t e r  i s  a p o l e  o f  t h e  f u n c t i o n  
a(to) , and  i s  c o m p l e t e d  by an  i n f i n i t e  s e m i c i r c l e .  At i n f i n i t y ,  
a -»■ 0 ,  an d  t h e  f u n c t i o n  a/(to-tOQ) t h e r e f o r e  t e n d s  t o  z e r o  more 
r a p i d l y  t h a n  l / t o .  The i n t e g r a l
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c o n s e q u e n t l y  c o n v e r g e s ;  and  s i n c e  a(w) i s  r e g u l a r  i n  t h e  
u p p e r  h a l f - p l a n e ,  and  t h e  p o i n t  w = ojq h a s  b e e n  e x c l u d e d  
from t h e  r e g i o n  o f  i n t e g r a t i o n ,  t h e  f u n c t i o n  a / ( c o - W q )  i s  
a n a l y t i c  e v e r y w h e r e  i n s i d e  t h e  c o n t o u r  C, and  t h e  i n t e g r a l  
i s  t h e r e f o r e  z e r o .
z e r o .  The p o i n t  cuq i s  a v o i d e d  by means o f  an  i n f i n i t e s i m a l  
s e m i c i r c l e  whose r a d i u s  t e n d s  t o  z e r o .  The c o n t r i b u t i o n  t o  
t h e  i n t e g r a l  i s  -iTra(tOQ). I f  ciq i s  f i n i t e ,  t h e  i n d e n t a t i o n  
a t  t h e  o r i g i n  i s  u n n e c e s s a r y ,  and  t h e  i n t e g r a t i o n  a l o n g  t h e  
w ho le  r e a l  a x i s  t h e r e f o r e  g i v e s
The f i r s t  t e r m  i s  t h e  p r i n c i p a l  v a l u e  o f  t h e  i n t e g r a l  f rom  
_oo t o  0 0 . I n d i c a t i n g  t h i s  i n  t h e  u s u a l  way,  we h a v e :
The i n t e g r a l  a l o n g  t h e  i n f i n i t e  s e m i c i r c l e  i s  a l s o
CO
l i m
a-*-0 dio - iTra(cog) = 0 .  ( 1 1 -1 2 4 )
00
(1 1 -1 2 5 )
— CO
H ere  t h e  v a r i a b l e  o f  i n t e g r a t i o n  to t a k e s  o n l y  r e a l  v a l u e s .
We r e p l a c e  i t  by  E, , d e n o t e  t h e  g i v e n  r e a l  v a l u e  by w i n s t e a d
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o f  W q ,  and  w r i t e  t h e  f u n c t i o n  c t ( oo )  o f  t h e  r e a l  v a r i a b l e  oo i n  
t h e  fo rm  a = a ' + i a " .  T a k in g  t h e  r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  
o f  t h e  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 2 5 ) ,  we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  two f o r m u l a e
a ' ( uj) = n PTT a"( Z)£ - 0 0 dZ, ( 1 1 -1 2 6 )
a"(a>) = - TT f £ - 0 0 dZ, ( 1 1 -1 2 7 )
w h ic h  w ere  f i r s t  d e r i v e d  by H. A. Kramers  and  R. de L. K r o n ig  
i n  1927. I t  s h o u l d  be  e m p h a s iz e d  t h a t  t h e  o n l y  e s s e n t i a l  
p r o p e r t y  o f  t h e  f u n c t i o n  a  ( t o )  u s e d  h e r e  i s  t h a t  i t  i s  r e g u l a r  
i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e .  Hence we c a n  s a y  t h a t  K ram ers  and  
K r o n i g ' s  f o r m u l a e ,  l i k e  t h i s  p r o p e r t y  o f  a ( o o ) ,  a r e  a  d i r e c t  
c o n s e q u e n c e  o f  t h e  c a u s a l i t y  p r i n c i p l e .
U s in g  t h e  f a c t  t h a t  a " ( £ )  i s  an  odd f u n c t i o n ,  we c an  
r e w r i t e  e q u a t i o n  (1 1 -1 2 6 )  a s  f o l l o w s :
ct'(co) = -  P f  E l L l l  d£ + -  P 
I T  J £ - 0 0   ^ I T
0
^ i l d £ ,  ( I I - 1 2 8 a )
o r
a  1 ( t o )  = | pTT
f g a " ( g )
0
£+oo d£ ( I I - 1 2 8 b )
I f  t h e  f u n c t i o n  a ( o o )  h a s  a p o l e  a t  t h e  p o i n t  oo = 0, 
n e a r  w h ic h  a  =  i A / o o ,  t h e  s e m i c i r c l e  a v o i d i n g  t h i s  p o l e  g i v e s  
a  f u r t h e r  r e a l  t e r m  - A / o o q ,  w h ic h  m u s t  be  ad d e d  t o  t h e  l e f t -
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hand  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 2 5 ) .  Thus f o r m u l a  ( 1 1 -1 2 7 )  
b e c o m e s :
b u t  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 1 -1 2 6 )  and  (1 1 -1 2 8 )  r e m a in  u n c h a n g e d .
We may a l s o  d e r i v e  a  f o r m u l a  w h ich  e x p r e s s e s  t h e  
v a l u e s  o f  a(oj) on t h e  p o s i t i v e  i m a g i n a r y  a x i s  i n  t e r m s  o f  
t h e  v a l u e s  o f  ct"(co) on t h e  r e a l  a x i s .  To do s o ,  we c o n s i d e r  
t h e  i n t e g r a l
t a k e n  a l o n g  a c o n t o u r  c o n s i s t i n g  o f  t h e  r e a l  a x i s  and  an  
i n f i n i t e  s e m i c i r c l e  i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e  (ojq b e i n g  a  r e a l  
n u m b e r ) . T h i s  i n t e g r a l  c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
r e s i d u e  o f  t h e  i n t e g r a n d  a t  t h e  p o l e  w = i ^ g .  The i n t e g r a l  
a l o n g  t h e  i n f i n i t e  s e m i c i r c l e  i s  z e r o ,  and  so we h a v e :
OO
(1 1 -1 2 9 )
OO
dco = iTra(ia)g). (1 1 -1 3 0 )
On t h e  l e f t - h a n d  s i d e  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  i n t e g r a l  i s  z e r o ,  
s i n c e  t h e  i n t e g r a n d  i s  an  odd f u n c t i o n .  R e p l a c i n g  u) by  £ 
and oJq by gj, we h a v e  f i n a l l y :
Integration of this with respect to oj gives:
CO 00




I I . 8 . N on- the rm odynam ic  F l u c t u a t i o n s  o f  a S i n g l e  V a r i a b l e
L e t  a  body to  w h ic h  t h e  q u a n t i t y  x r e f e r s  be  i n  a 
p a r t i c u l a r  ( n t h )  s t a t i o n a r y  s t a t e .  The mean v a l u e  a s  
e x p r e s s e d  by  t h e  e q u a t i o n  (1 1 -8 7 )  i s  c a l c u l a t e d  a s  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  d i a g o n a l  m a t r i x  e l e m e n t :
w here  t h e  summation  i s  o v e r  t h e  w ho le  s p e c t r u m  o f  e n e r g y
m a t r i x  e l e m e n t s  m u s t  be  c a l c u l a t e d  by means o f  t i m e - d e p e n d e n t  
wave f u n c t i o n s . We t h e r e f o r e  h a v e :
w here  x  i s  t h e  o r d i n a r y  t i m e - i n d e p e n d e n t  m a t r i x  e l e m e n t
(1 1 -1 3 3 )
l e v e l s ;  s i n c e  t h e  o p e r a t o r  x^ i s  co m p lex ,  t h e  two t e r m s  i n  
t h e  b r a c k e t s  a r e  n o t  e q u a l .
A
The t im e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  o p e r a t o r  x  means t h a t  i t s
d t  = x 5 (u  +oj) ,  ( 1 1 -1 3 4 )nm nm
— CO
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o f  t h e  o p e r a t o r  x ,  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  
t h e  p a r t i c l e s  o f  t h e  b o d y ,  an d  co = ^En " Em ^ ^  t *ie frecluency 
o f  t h e  t r a n s i t i o n  b e tw e e n  t h e  s t a t e s  n  a n d  m. Thus
1 I x nm • (XI-1 '35)
m mn nm
w here  we hav e  u s e d  t h e  f a c t  t h a t  x  = x^  , s i n c e  x i s  r e a l .nm mn
The p r o d u c t s  o f  d e l t a  f u n c t i o n s  i n  t h e  b r a c k e t s  c a n  be  w r i t t e n  
a s  f o l l o w s :
6 ( oj^ + u)) 6 (u j+u)' ) + 6  Cwm n+ w ) <5 (to-t-oo' ) . ( 1 1 -1 3 6 )
A c o m p a r i s o n  w i t h  f o r m u l a  (1 1 -8 7 )  g i v e s
~ \  l I x n n Jm nm' mn' ( 1 1 -1 3 7 )
T h i s  e x p r e s s i o n  may be  w r i t t e n  w i t h o u t  t h e  d e l t a  
f u n c t i o n s  i f  i t  i s  a v e r a g e d  o v e r  s m a l l  f r e q u e n c y  i n t e r v a l s  
(w h ich  n e v e r t h e l e s s  c o n t a i n  many l e v e l s ) .  I f  r ( E )  i s  t h e  
number o f  e n e r g y  l e v e l s  l e s s  t h a n  E, t h e n :
(x  ) =0) x_nm
dr , dr




w h ere  = E„ + htu, E„, = je -  hw. m n m n
L e t  u s  now assume t h a t  t h e  body  i s  s u b j e c t  t o  a  
p e r i o d i c  p e r t u r b a t i o n  ( w i t h  f r e q u e n c y  oj) , d e s c r i b e d  b y  t h e  
o p e r a t o r
$  = - f x  = - ^ ( f 0 e “ ia ) t+ f j e i a j t ) x .  ( 1 1 -1 3 9 )
Under t h e  e f f e c t  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n  t h e  s y s t e m  makes  t r a n s i ­
t i o n s ,  and  t h e  p r o b a b i l i t y  ( p e r  u n i t  t im e )  o f  t h e  t r a n s i t i o n  
n  + m i s  g i v e n  by
2
w = —-— — | x I ^ ( 6  (oj+o) ) + 6  (to+co ) > . ( 1 1 -1 4 0 )
nm  2 ^  ^  j tun { m n nm
The two t e r m s  i n  t h i s  f o r m u l a  c o r r e s p o n d  t o  t h o s e  i n  (1 1 -1 3 9 )
I n  e a c h  t r a n s i t i o n  t h e  s y s t e m  a b s o r b s  o r  e m i t s  a  quan tum
huj . The sum mn
Q = I w hoi , ( 1 1 -1 4 1 )±  nm mn m
i s  t h e  mean e n e r g y  a b s o r b e d  by t h e  body p e r  u n i t  t i m e ;  t h i s  
e n e r g y  i s  s u p p l i e d  by t h e  e x t e r n a l  p e r t u r b a t i o n ,  and  a f t e r  
a b s o r p t i o n  i n  t h e  body  i t  i s  d i s s i p a t e d  t h e r e .  S u b s t i t u t i o n  
g i v e s :
{ 6 (“ +% n ) + 5 (w+% m )}oW  ( H - 1 4 2 )
r \  _  TT | r  1 ^ 1
Q " 2 E  0  x mn
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o r ,  s i n c e  t h e  d e l t a  f u n c t i o n s  a r e  z e r o  e x c e p t  when t h e i r  
a r g u m e n t  i s  z e r o ,
n -  77 
Q ~  I E 03 I x  { 6 (u)+u) ) - 6 ( 03+ 0 ) (1 1 -1 4 3 )L nm nm mnm
C om par ison  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 1 1 -1 4 3 )  and  (1 1 -1 2 2 )
g i v e s :
-  l l Xnm '{ 5 (o)+0) ) -6  (0)+03 ) .nm mn ( 1 1 -1 4 4 )
The q u a n t i t i e s  (x ) and  a "  t h u s  c a l c u l a t e d  a r e  r e l a t e d
i n  a s i m p l e  m a n n e r ,  b u t  t h e  r e l a t i o n  a p p e a r s  o n l y  when t h e s e
q u a n t i t i e s  a r e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e
body .  To do t h i s ,  we a v e r a g e  them by means  o f  t h e  G ibbs  d i s -
2
t r i b u t i o n .  F o r  (x  ) we h a v e :v / 0)
( x 2 ) = i  y ax yo) 2 . n n ,m
X__| {6 (03+0) )+6 ( 03+03 ) }, ( 1 1 -1 4 5 )nm nm mn
(F-E ) / T
w here  we h av e  p u t  ° n ~ e  d e n o t i n g  t h e  e n e r g y
l e v e l s  o f  t h e  b o d y ,  and  F i t s  f r e e  e n e r g y .  S i n c e  t h e  summa­
t i o n  i s  now o v e r  b o t h  s u f f i x e s  m an d  n ,  t h e s e  c a n  be  i n t e r ­
c h a n g e d .  I f  t h i s  i s  done  i n  t h e  s e c o n d  t e r m ,  we o b t a i n
( x 2 ) = i  I (a_+o ) | x  I 2 5 (o3+o) )o) 2_^_ n  m nm nmm ,n
-  \  i  CTn ( i + e  nm
m ,n
) nm 5(o3+o3nm) ,  ( I I -146)
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o r ,  b e c a u s e  o f  t h e  d e l t a  f u n c t i o n  i n  t h e  summand,
<X2 ) W = | ( l + e ' hw/T) I o
m ,n n
x_nm 6 ( 0 ) ^ ) .  (1 1 -1 4 7 )
I n  a n  e x a c t l y  s i m i l a r  m anner  we o b t a i n :
c -  .  | ( 1 . e - W T )  j
m,n n
x_nm 6 ( oj+oj ) . nm (1 1 -1 4 8 )
A c o m p a r i s o n  o f  t h e s e  two e x p r e s s i o n s  g i v e s
( X2) .  t o "  c o ch  ha> .  hcT
'  in 2 t t  2T i t
1 , 1 
1  _haj/T (1 1 -1 4 9 )
The mean s q u a r e  o f  t h e  f l u c t u a t i n g  q u a n t i t y  i t s e l f  i s  g i v e n  
by  t h e  i n t e g r a l :
<x2> 1
TT
a "  (oo) c o t h  7<r^  doo (1 1 -1 5 0 )
0
T h e se  i m p o r t a n t  f o r m u l a e  ( d e r i v e d  by H. B. C a l l e n  and  T. A. 
W e l to n  i n  1951) r e l a t e  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  
t o  t h e  d i s s i p a t i v e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  when i t  i s  s u b j e c t  
t o  an  e x t e r n a l  i n t e r a c t i o n .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  
f a c t o r  i n  t h e  b r a c e s  i n  ( 1 1 -1 4 9 )  i s  f o r m a l l y  t h e  mean e n e r g y  
( i n  u n i t s  o f  hoo) o f  an  o s c i l l a t o r  o f  f r e q u e n c y  co a t  t e m p e r a ­
t u r e  T; t h e  t e r m  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  z e r o - p o i n t  o s c i l l a t i o n s
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The r e s u l t s  o b t a i n e d  ab o v e  c a n  be w r i t t e n  i n  a
d i f f e r e n t  fo rm  by r e g a r d i n g  t h e  s p o n t a n e o u s  f l u c t u a t i o n s  
o f  t h e  q u a n t i t y ,  x p u r e l y  f o r m a l l y  a s  due t o  t h e  a c t i o n  o f  
some f i c t i t i o u s  " random  f o r c e s "  f .  I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  
w r i t e  t h e  f o r m u l a e  i n  t e r m s  o f  t h e  " F o u r i e r  co m p o n en ts "  x 
and  f  a s  i f  x  w ere  an  o r d i n a r y  ( n o t  an  o p e r a t o r )  q u a n t i t y  
The r e l a t i o n  b e tw e e n  them i s :
and  t h e  mean s q u a r e  f l u c t u a t i o n s  c an  t h e n  be  w r i t t e n  i n  t h e  
f o l l o w i n g  form:
Hence we h a v e  f o r  t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  t h e  mean s q u a r e  
random  f o r c e :
<f 2 >M * 7 T ^ C 0 t h i T -  ( I I - 153)2ir | a I
At t e m p e r a t u r e s  T >> hto we h a v e  c o t h  (ha)/2T) »  2T/hu), 
and  f o r m u l a  (1 1 -1 4 9 )  becomes:
The c o n s t a n t  h  no l o n g e r  a p p e a r s ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  f a c t  
t h a t  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  t h e  f l u c t u a t i o n s  a r e  c l a s s i c a l .
(1 1 -1 5 1 )
2
<x x  t > = a  (o i )a  (w ' ) < f  f  , > = (x  ) 6 (w+io 1)
(J 10 V / 0 ) W  0J
= I a  I 2 ( f 2 ) ^  6 (o)+aj1) . (1 1 -1 5 2 )
( x 2 ) ^  = ( T / r a ) a"( to )  . ( 1 1 -1 5 4 )
99
I f  t h e  i n e q u a l i t y  T >> hw i s  v a l i d  f o r  a l l  f r e q u e n c i e s
o f  i m p o r t a n c e  ( t h o s e  f o r  w h ic h  a" (w )  i s  s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  
f ro m  f e e r o ) , t h e n  we c a n  t a k e  t h e  c l a s s i c a l  l i m i t  i n  t h e  i n t e ­
g r a l  f o r m u l a  (1 1 -1 5 0 )  a l s o :
From t h e  e q u a t i o n  ( I I - 1 2 8 b )  t h i s  i n t e g r a l  c a n  be  e x p r e s s e d  
i n  t e r m s  o f  t h e  s t a t i c  v a l u e  a ' ( 0 )  = a ( 0 ) , an d  h e n c e
But a ( 0 )  = 1 /8 T ,  and  we r e t u r n  t o  a  w e l l - k n o w n  r e s u l t  s i n c e  
t h i s  f o r m u l a  d e p e n d s  o n l y  on t h e  f a c t  t h a t  x  i s  c l a s s i c a l  
an d  n o t  on t h e  f l u c t u a t i o n s '  b e i n g  th e rm o d y n a m ic .
I I . 9.  Non-Thermodynamic F l u c t u a t i o n s  o f  S e v e r a l  Q u a n t i t i e s
The r e s u l t s  g i v e n  above  can  e a s i l y  be  g e n e r a l i z e d  t o  
t h e  c a s e  w h e re  s e v e r a l  f l u c t u a t i n g  q u a n t i t i e s  x^  a r e  c o n ­
s i d e r e d  s i m u l t a n e o u s l y .
L e t  x^ an d  x^  be  an y  two o f  t h e  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  
u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  We d e f i n e  t h e  q u a n t u m - m e c h a n i c a l  mean 
v a l u e s  o f  t h e  s y m m e t r i z e d  o p e r a t o r  p r o d u c t s  a s  f o l l o w s :
(1 1 -1 5 5 )
0
<x^> = T a ( 0 ) . (1 1 -1 5 6 )
A c a l c u l a t i o n  s i m i l a r  t o  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  f o r m u l a
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(11-137) gives:
' <*i*k>«i = ^  { (xiW *k>innS ( “+“ nm>m
+  • (XX-158)
The p e r t u r b a t i o n  a c t i n g  on t h e  s y s t e m  may be  w r i t t e n  
a s  f o l l o w s :
V = - f . x .  = ( f ^ ^ H - f ^ e ^ ) ^ .  ( 1 1 -1 5 9 )
The amount o f  e n e r g y  a b s o r b e d  by  t h e  s y s t e m  p e r  u n i t  
t im e  i s  c a l c u l a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:
Q “  3Th ^ j;f 0 i f 0k^ ( x i^mn^xk ) nm<^ ^w+a)nm^ " ^x i^ n m (xk^mn^ ^ " ^ m n )   ^ ‘" I f  **n
( 1 1 -1 6 0 )
The d e f i n i t i o n  (1 1 -1 2 0 )  i s  g e n e r a l i z e d  a s  f o l l o w s :
<xi> -  7<“ikf 0ke' i “t+“Jkf 0ke l“c> • (“ - 161)
o r
<xi > = a i k f k ’ ( H - 1 6 2 )
i f  a l l  q u a n t i t i e s  a r e  e x p r e s s e d  i n  complex  fo rm  ( v e “ i’ajt:) .
The ch a n g e  i n  e n e r g y  i s  g i v e n  i n  t e r m s  o f  t h e  e x t e r n a l  p e r ­
t u r b a t i o n  by
E = “fi<xi>. (11-163)
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T h i s  f o r m u l a  i s  g e n e r a l l y  u s e d  i n  s p e c i f i c  a p p l i c a t i o n  i n  
o r d e r  t o  e s t a b l i s h  t h e  a c t u a l  c o r r e s p o n d e n c e  b e tw e e n  t h e  
q u a n t i t i e s  x^  and  f ^ .
S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  (1 1 -1 6 1 )  i n  (1 1 -1 6 3 )  and  
a v e r a g i n g  a l s o  o v e r  t h e  p e r i o d  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n ,  we o b t a i n  
t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n :
Q = 5 1” K k - “k i ) f 0 i f 0k-
A c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  f o r m u l a  (1 1 -1 6 0 )  g i v e s :
“ i k ^ k i  ” - T r  £ t ( x i W x k ) mi.6 ( “ +“ nm)m
- (x .  ) _ _ ( x v ) 6 ( o)+oj_ _ ) ] .  (1 1 -1 6 5 )l  nm k. mn mn
A v e r a g i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  and  t h e  e x p r e s s i o n  ( 1 1 -1 5 8 )  
o v e r  t h e  G ibbs  d i s t r i b u t i o n ,  we g e t  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :
( x i x k ) o) = 5 7  ( ak i " a i k ) c o t h T T  ( 1 1 -1 6 6 )
T h i s  e q u a t i o n  c a n  a l s o  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  
f i c t i t i o u s  " random  f o r c e s " ,  t h e  a c t i o n  o f  w h ic h  p r o d u c e s  
r e s u l t s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  s p o n t a n e o u s  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  
q u a n t i t i e s  x ^ .  To do s o ,  we w r i t e :
x .  = a . ,  f ,  , f .  = aT^x, , (1 1 -1 6 7 )lea l k  kio’ io) l k  koi’ v '
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an d
( f - f i  ) = «v 1  W  oo ( 1 1 -1 6 8 )
S u b s t i t u t i n g  we o b t a i n :
) c o t h
From t h e s e  f o r m u l a e  we can  d e r i v e  some c o n c l u s i o n s
c o n c e r n i n g  t h e  symmetry  p r o p e r t i e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  a ^ ( w ) . 
L e t  u s  f i r - s t  s u p p o s e  t h a t  t h e  q u a n t i t i e s  x ^ ,  x ^  a r e  su c h  t h a t  
t h e y  a r e  i n v a r i a n t  u n d e r  t i m e  r e v e r s a l ;  t h e n  t h e  c o r r e s p o n d ­
i n g  o p e r a t o r s  x ^ ,  x ^  a r e  r e a l .  We s h a l l  f u r t h e r  s u p p o s e  
t h a t  t h e  body  h a s  no " m a g n e t i c  s t r u c t u r e "  and  i s  n o t  i n  an  
e x t e r n a l  m a g n e t i c  f i e l d ;  t h e n  t h e  wave f u n c t i o n s  o f  i t s  
s t a t i o n a r y  s t a t e s  a r e  a l s o  r e a l ,  and  c o n s e q u e n t l y  so a r e  t h e  
m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  x .  S i n c e  t h e  m a t r i c e s
x  a r e  H e r m i t i a n ,  we h a v e  x„„, = x * = x „ . We a l s o  s e enm nm mn mn
t h a t  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 6 5 ) ,  and  c o n s e ­
q u e n t l y  t h e  l e f t - h a n d  s i d e ,  a r e  s y m m e t r i c a l  i n  t h e  s u f f i x e s
o f  a . , ,  i t s e l f .  Our f i n a l  r e s u l t  i s  t h e r e f o r e  a s  f o l l o w s
(11-170)
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T h e se  r e l a t i o n s h i p s  a r e  somewhat m o d i f i e d  i f  t h e  body 
i s  i n  a  c o n s t a n t  e x t e r n a l  m a g n e t i c  f i e l d  B. The wave f u n c ­
t i o n s ’ o f  a s y s t e m  i n  a  m a g n e t i c  f i e l d  a r e  n o t  r e a l ,  b u t  h a v e  
t h e  p r o p e r t y  ^*(B)  = *K-B).  A c c o r d i n g l y  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  
o f  t h e  q u a n t i t i e s  x  a r e  s u c h  t h a t  x ^ ^ B )  = x ^ (-B) , and  t h e  
e x p r e s s i o n  on t h e  r i g h t  o f  (1 1 -1 7 0 )  i s  u n c h a n g e d ,  when t h e  
s u f f i x e s  i  and  k a r e  t r a n s p o s e d ,  o n l y  i f  t h e  s i g n  o f  B i s  
s i m u l t a n e o u s l y  c h a n g e d .  We t h e r e f o r e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n :
a i k ( B ) ' a k i ( I )  = ak i ( " B )“a i k ( " B ) - ( H - 1 7 1 )
A n o t h e r  r e l a t i o n  i s  g i v e n  by  Kramers  and  K r o n i g ' s  
f o r m u l a  a c c o r d i n g  t o  w h ic h
a k i  = ^ k i ) ’ (1 1 -1 7 2 )
w h ere  J  i s  a  r e a l  l i n e a r  o p e r a t o r .  Adding  t h i s  t o  t h e  H erm i-  
t i a n  c o n j u g a t e  e q u a t i o n  = - i J ( a * ^ ) ,  we o b t a i n :
“ i k +ak i  = (1 1 -1 7 3 )
Here  a l l  t h e  c t ^  a r e  t a k e n  f o r  a  f i x e d  v a l u e  o f  B. Hence 
we s e e  t h a t ,  i f  t h e  d i f f e r e n c e  a i k ~ ak i  ^ a s  a  p a r t i c u l a r  
symmetry p r o p e r t y ,  t h e n  so h a s  t h e  sum a £k+ak i ’ a n ^ t h e r e f o r e  
a i k  Thus:
a i k (B) = ak i ( “B ) - ( H - 1 7 4 )
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F i n a l l y ,  l e t  t h e  q u a n t i t i e s  x  i n c l u d e  some w h ic h
ch an g e  s i g n  u n d e r  t i m e  r e v e r s a l .  The q u a n tu m - m e c h a n ic a l
o p e r a t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  s u c h  a q u a n t i t y  i s  p u r e l y  i m a g i n a r y ,
and  so x__ = x*  = - x  . I f  t h e  two q u a n t i t i e s  x . ,  x, a r enm mn mn n i  k
b o t h  o f  t h i s  k i n d ,  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  (1 1 -1 7 0 )  
i s  u n a f f e c t e d ,  b u t  i f  o n l y  one  o f  them c h a n g e s  s i g n  u n d e r  
t im e  r e v e r s a l ,  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n  (1 1 -1 6 5 )  
c h a n g e s  s i g n  when t h e  s u f f i x e s ,  i ,  k  a r e  i n t e r c h a n g e d .  
A c c o r d i n g l y  t h e  e x p r e s s i o n  (1 1 -1 7 0 )  becomes:
a i k  = ~ak i ' (1 1 -1 7 5 )
S i m i l a r l y  i n  a  m a g n e t i c  f i e l d  we w i l l  h a v e :
a i k (B) = - a k . ( - B ) .  ( 1 1 -1 7 6 )
A l l  t h e s e  r e l a t i o n s  c a n  be d e r i v e d  a l s o  a s  a  c o n s e ­
q u e n c e  o f  t h e  symmetry  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  
t i m e .  I n  t h e  F o u r i e r  co m p o n en ts ,  t h e  e f f e c t  o f  t i m e  r e v e r s a l  
i s  t o  r e p l a c e  to by -to ( i f  t h e  q u a n t i t y  x  i t s e l f  i s  i n v a r i a n t  
u n d e r  t i m e  r e v e r s a l ) .  T h i s  means i n t e r c h a n g i n g  to and  to ' o r ,  
e q u i v a l e n t l y ,  i n t e r c h a n g i n g  i  and  k .  The t im e  symmetry  o f
t h e  f l u c t u a t i o n s  t h e r e f o r e  i m p l i e s  t h a t  ( x .x ,  ) -  (x, x . )  ,c  l k  to k l  to
i . e .  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 1 - 1 6 6 ) ,  and  t h e r e f o r e  
t h e  r i g h t - h a n d  s i d e ,  a r e  s y m m e t r i c a l  i n  t h e  s u f f i x e s  i ,  k ,  
and  we a g a i n  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s  ( 1 1 - 1 7 0 ) .  T h i s  d e r i v a t i o n  
o f  t h e  symmetry  p r o p e r t i e s  o f  t h e  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e
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u s u a l  d e r i v a t i o n  o f  O n s a g e r ' s  p r i n c i p l e  o f  r e c i p r o c i t y  as  
d e s c r i b e d  a b o v e ,  i n  C h a p t e r  I .
’ We s h a l l  now show t h e  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  t h e  f o r e ­
g o in g  g e n e r a l  t h e o r y  and  t h e  t h e o r y  o f  th e rm odyna m ic  f l u c ­
t u a t i o n s .  The q u a n t i t i e s  whose f l u c t u a t i o n s  may be  r e g a r d e d  
a s  the rm odynam ic  h a v e  a p r o p e r t y  s u c h  t h a t  t h e y  s a t i s f y  
e q u a t i o n s  o f  t h e  fo rm  x^ = “Y ^ X ^ ,  w h ic h  d e s c r i b e  t h e  
b e h a v i o r  o f  a  c l o s e d  s y s t e m  n o t  i n  e q u i l i b r i u m .  I f  t h e  
s y s t e m  i s  n o t  c l o s e d  b u t  i s  s u b j e c t  t o  e x t e r n a l  f o r c e s ,  t h e  
r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  m u s t  i n c l u d e  a d d i t i o n a l  
f o r c e s  w h ic h  a r e  d e n o t e d  by y^:
* -  "YikXk + *!•
I t  i s  e a s y  t o  e x p r e s s  t h e  y^ i n  t e r m s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  f ^  
w h ich  d e s c r i b e  t h e  p e r t u r b a t i o n  i n  q u e s t i o n .
To do s o ,  we assume t h a t  s t a t i c  f o r c e s  a c t  on  t h e  
body ,  i . e .  t h e  f ^  a r e  c o n s t a n t .  T h i s  i n t e r a c t i o n  c a u s e s  a 
" d i s p l a c e m e n t "  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  s t a t e ,  i n  w h ic h  t h e  mean 
v a l u e s  o f  t h e  a r e  no l o n g e r  z e r o .  T h e se  new mean v a l u e s  
can  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  f ^  a s  f o l l o w s .  The e n e r g y  
o f  a  body s u b j e c t  t o  a  c o n s t a n t  p e r t u r b a t i o n  i s  E = Eq -  f , 
w h e re  Eg i s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  body i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  p e r ­
t u r b a t i o n .  The d i f f e r e n t i a l  o f  E i s :
dE = T dS + ( 8 E / 3 f i ) d f ± . (1 1 -1 7 8 )
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B u t ,  f ro m  t h e  w e l l - k n o w n  g e n e r a l  r e l a t i o n  i t  f o l l o w s  t h a t :
3 E / 3 f ± = < 3 H /3 f  i > = O V / 3 f i > = < - x i >, ( 1 1 -1 7 9 )
and  so dE = d (EQ -f^< x^> )  = T dS - < x ^ > d f^ ,  o r
dEQ = T dS  + f i <dxi >. (1 1 -1 8 0 )
Thus we f i n d  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e s  t o  be:
Y. = —(3 S/ 3 < x . > )„  = f . / T .  ( 1 1 -1 8 1 )l  Eq l
On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  e q u a t i o n s  
(1 1 -1 7 7 )  m u s t  be z e r o  i n  e q u i l i b r i u m .  We s e e ,  t h e r e f o r e ,  
t h a t  t h e s e  e q u a t i o n s  c an  b e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  t h e  f ^  a s  
f o l l o w s :
V T > • ( I I - 1 8 2 )
We c a n  now d e r i v e  a  r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  g e n e r a l i z e d
s u s c e p t i b i l i t i e s  anc  ^ t h e  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s  To
do s o ,  we s u b s t i t u t e  x^  f rom  ( 1 1 -1 8 1 )  i n  ( 1 1 - 1 8 2 ) ,  an d  w r i t e
t h e  a s  t h e  f o l l o w i n g  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s :
Yi  -  s i k xk- ( I I - 183>
S e p a r a t i n g  t h e  t e r m s  i n  an d  e l w t  i n  e q u a t i o n  ( 1 1 -1 8 2 )
we o b t a i n :
" Yki8k£a£mf< t a - T H m f0m- (11-184)
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w h e n c e ,  s i n c e  t h e  fQm a r e  a r b i t r a r y ,  we a p p l y  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n s :
iujaim - Hke1Uatm ’  'T  Yim' (XX-185)
o r
1  - 1
a i k  = ) i k -  ( 1 1 -1 8 6 )
w h e re  t h e  e x p o n e n t s  - 1  d e n o t e  t h e  i n v e r s e  m a t r i c e s .
The q u a n t i t i e s  3.j_k  a r e  by d e f i n i t i o n  s y m m e t r i c  w i t h
2
r e s p e c t  t o  t h e i r  s u f f i x e s  ( s i n c e  3 ^  = -3 S /3 x ^ 3 x ^ )  . Hence 
t h e  symmetry  o f  t h e  i m p l i e s  t h a t  o f  t h e  Yj_k , i . e .  t h e  o r d i ­
n a r y  p r i n c i p l e  o f  t h e  symmetry  o f  t h e  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s .  
S u b s t i t u t i n g  (1 1 -1 8 6 )  i n  ( 1 1 - 1 6 9 ) ,  we o b t a i n :
<f i fk>w -  <Yik+Ykb =°chirr- <IX- 187>
o r ,  f o r  t h e  y ± = -Yi k f k / T ,
( X i V .  -  w r  ( ^ i k - ^ k i )  « t h 2 T -  <I I - 1 8 3 >
T h i s  r e l a t i o n  d i f f e r s  f ro m  a f o r m u l a  f o r  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  
a  c l a s s i c a l  q u a n t i t y  x  by  t h e  f a c t o r
0 W 2 T )  c o t h  (haj/2T) . ( 1 1 -1 8 9 )
But  i n  t h e  c l a s s i c a l  l i m i t  (hu << T ) , t h i s  f a c t o r  t e n d s  t o  
u n i t y ,  and  so t h e  e q u a t i o n  (1 1 -1 8 8 )  becomes t h e  same a s  t h e  
g e n e r a l  c l a s s i c a l  f o r m u l a .
CHAPTER III
ALTERNATIVE METHOD OF SOUND PROPAGATION 
AND ABSORPTION PHENOMENA ANALYSIS
The a b s o r p t i o n  o f  sou n d  i n  s o l i d s  a n d ,  e s p e c i a l l y  
i n  f l u i d s  i s  one o f  t h e  m os t  c o m p l i c a t e d  a n d ,  f ro m  an 
e n g i n e e r i n g  s t a n d p o i n t ,  one o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  i r r e ­
v e r s i b l e  phenomenon.  The t h e o r y  o f  i t  h a s  b e e n  e x t e n s i v e l y  
d e v e l o p e d  by v a r i o u s  p r o m i n e n t  s c h o l a r s ,  e . g . ,  ( 1 3 , 1 4 , 1 5 , 1 6 ,  
1 7 ,1 8 ) ^  b o t h  d e t e r m i n i s t i c  and  p r o b a b i l i s t i c  ( i . e . ,  u n d e r  
r a n d o m ly  d i s t r i b u t e d  e x c i t a t i o n s )  a s p e c t s  o f  t h i s  phenomenon.  
The m os t  so u n d  an d  g e n e r a l  r e s u l t s ,  h o w e v e r ,  h a v e  b e e n  
o b t a i n e d ,  f o r m u l a t e d  and  p u b l i s h e d  by L. D. Landau  i n  
c o o p e r a t i o n  w i t h  E.  M. L i f  s h i t z ^ ^  ’ . Those  r e s u l t s  a r e
o n es  o f  g r e a t  i m p o r t a n c e  and  v a l u e  and  h a v e  b e e n  a d o p t e d  
w o r l d - w i d e  i n  a n a l y s i s  o f  sou n d  wave p r o p a g a t i o n  and  a b s o r p ­
t i o n  i n  s o l i d s  a n d  f l u i d s .
N e v e r t h e l e s s ,  a s  i t  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  above  ( i n  
S e c t i o n  I I . 7 ) ,  t h e s e  r e s u l t s  b e a r  c e r t a i n  i n c o m p l e t e n e s s e s  
t h a t  r a n d e r  them somewhat i n v a l i d  when i t  comes t o  an  e n g i ­
n e e r i n g  a n a l y s i s  o f  t h e  phenomenon,  a s  o p p o s e d  t o  a  p u r e l y  
p h y s i c a l  o n e .  I n  t h i s  c h a p t e r  an  e f f o r t  i s  u n d e r t a k e n  t o  
p r e s e n t  a  v e r y  b r i e f  o u t l i n e  o f  t h e  above  m e n t i o n e d  incom ­
p l e t e n e s s e s  an d  to  i n t r o d u c e  a g e n e r a l  a l t e r n a t i v e  m ethod  
o f  a n a l y s i s  b a s e d  upon  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s
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a n d  d i r e c t e d  t o w a r d s  s u f f i c i e n t l y  more  a c c u r a t e  e v a l u a t i o n  o f  
t h e  s p a t i a l  a t t e n u a t i o n  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s  w h ic h  p l a y  a 
v e r y  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  phenomenon u n d e r  
d i s c u s s i o n .
I t  c a n  be  shown t h a t  t h e  e n e r g y  p a r t i t i o n  c a n  b e  p r e ­
d i c t e d  by  e x a m in in g  t h e  com plex  p o l e s  o f  t h e  o p e r a t o r  o f  a
g i v e n  s y s t e m  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  i . e . ,  [ L ^  (& ,uj)
= Gjm(ic,w) = 00, i n  dom ain .  I m a g in a r y  p a r t s  o f  t h e
com plex  p o l e s  p r e s c r i b e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a t t e n u a -  
t i o n s  i n  ( r . w )  a n d  ( k , t )  domains  and  t r a n s f o r m  r e s p e c t i v e l y
g
a c c o r d i n g  t o  6  . [L .  . ( r  ,to) ] - 1  «-->• I 1 ^  and  6  . [ L . . (&, t )  ] _ 1°  lm i j  n _ i
S (n)*-+■ I ^mj anc* d e l t a  f u n c t i o n s  r e s p e c t i v e l y  t r a n s f o r m  t o
s
i n t e g r a l  o p e r a t o r s  a c c o r d i n g  t o  < 5 ( r - r ' )  T <j>dA£n  ^ <f>dX
n = l
icu^ ( t - t ' )




dcan e n  . . . c o m b i n i n g  a l l  t h e s e  o p e r a ­
t i o n s  we o b t a i n ,  r e s p e c t i v e l y  (r,oa) ] " ^ 6 ( r - r ' )
(n)
(n) (n) = n /'T x Tt /'it
S / \ ioj ( t - t  ' )
^“ n e S Gjm( k ; t - t ' ) .  Here  r  r e p r e s e n t s
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t h e  o r t h o g o n a l  s p a c e  c o o r d i n a t e s ,  A = r - r ' ;  and
-  <3 m j - 9 m3 j / k ?>¥AY(k i /w2> '  ^  “  < V j / k l > sAk 2 <k 2 / “ > '  
*
5 3 (A) = 6 ( ? - c , ) 6 ( n - n . , ) 6 ( C - 5 ' ) / h ?h T1h c , <fdA^n)  <fdA<n) . .
= ( 1 /2 t t1 ) 3  j i d A ^  ^dA^n ^ / g ^ g ^ g ^ , g ' s  a r e  one d i m e n s i o n a l  G r e e n ' s  
f u n c t i o n s ,  w here  g ? e g ^ ( ? , ? ' ; A ? ) ,  gn = (n ,n ’ ; A? , An > ,
g5 -  s | n) ( 5 . 5 - ;xn> , -  (6mj-kmkj /k2)5Dlk T,
= (km k j / k 2 ) i D2k2T, . . .
( d ? (n)  fKn d r / n)
dwn ^G (ic.w) . The d e l t a  f u n c t i o n s  r e s p e c t i v e l y
2 2
a r e :  6 3 ( x - x ' )  £ <^dA^ n  ^ <|>dA£n  ^ = £
n = l  1 5  J  ^ n=
2
6 3 ( p - p ' )  £ _ ^ d  A ^  j J d A ^  = iK ^ J d ?  +  l K 2 / d ?  a n d
00 o o
6 3 ( r - r ' )  «»* H Ki  + H K 2  w here  [k d?fdn  = f  dc, f  dn
J J J —CO J —o o
- i t ( x - x ' )  - i n ( y - y ' )  - i |  z - z ’^ - t 2 - n 2 / y ^ - ? 2 - n 2  r
e e e ’ n  / V  n  ^
. a  7  i |  z - z '  L/K3 - c 2 /7K 3 - t 2
= ( 1 / 4 * 1 )  > |  dc?JTn( t p ) J m( t p ' ) e  V n / Y  n
0
and  H K n = (Kn / 4 7 r i ) I e mc o s m ( <*>-<*>•) I ( |+ g y  j ( 2 A+1 ) j ^ r ^ O ^ r ' )  •
m a
P * ( c o s  9) P * ( c o s  0 ' )  .*
The n o t a t i o n s  a r e  e x p l a i n e d  i n  t h e  " N o m e n c la tu r e "  and  i n  
C h a p t e r  I I .
Ill
- Yt xThe method of evaluation of the transverse e and
_Y/X
l o n g i t u d i n a l  e s p a t i a l  a t t e n u a t i o n s  as  d e v e l o p e d  by L. D.
%
L andau  and  E. M. L i f s h i t z  f o r  s o l i d s i s  b a s e d  upon u s i n g
tine ch  ^ * 2  *t h e  e n e r g y  r e l a t i o n s  - g « n k t  / 2 p c t  = Yt , and  <ELmech > / 2 c £
t  t  o
2
<E^> = = k 2  [ (< ;+ 4 n /3 )+ K T a |p c 2 ( l - 4 c 2 / 3 c | )  ] / c ^ .  F o r  a th e r m o -
o
v i s c o e l a s t i c  s o l i d  L ^ ^ r . t )  = [ - ( K j^ + y  1 / 3 ) + ( v ^ + y ”) 3t ]
3i 9 j / p - [ ( y ,+ y " 3 t ) a 2 /p+3^]<5i j  , a n d  L±j ( r ; t ) G jin(A; t - t ' )  =
3 "y= <5^  6  ( A ) S ( t - t ' ) ;  u s i n g  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m ,  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  i n  (k;cj) domain i s  g i v e n  by Gjm(k;a)) =
-  j £ 1 ) / ( c 2 k 2 + iD |;k 2 -w2 ) +  j ( 2 >/ ( c | k 2 + iD £k 2 «j-u2) , w h e re  D£ - y ^ / p ,
" t  -  v v +  v t e ' D£ -  ^  + m P / 2 p .  4 - 4- 4-  (K;d+ ^ ’ / 3>/P-
°  c l  2
1 / K ' -  Ta 2 1 / Cp , vjl = Ka2 Tp2 c 2 [ ( l - 4 c 2 / 3 c 2) /Cp , k t  = ^  ,
°  c t
p
and  c t  = y ' / p .  K K a r e  m o d u l i  o f  c o m p r e s s i o n  a i s  t h e r m a l  
e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t ,  Cp i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  c o n s t a n t ,  
y 1 i s  t h e  m odulus  o f  r i g i d i t y .  y ” ( o r  n) an d  + 2 y ”
( o r  = £ + 4 n /3 )  a r e  v i s c o u s  p a r a m e t e r s .
I t  c an  be  shown t h a t  ( t ; l c )  ] ~ ^ 6  (T)
I
n i l  mJ
-  M'>_Dl k 2 T
du)n e s Gj m ( k ' T) = n ( T H l j m e
9  9  1 / 2  9 9  1 / 2
x s i n ’[ c t k ( l - g  k  / p )  T / c t k ( l - g  k  / p )  ]
2
/ 9 \ Dok ( t * t  ) 9 9 1 / 2  9 9 1 /2
+ I j m e s i n [ c ^ k ( l - h  k  / p )  T ] / c ^ k ( l - h  k  / p )  },
g 2  = u " 2 /4 y  ' , h 2  = ( v ”+ 2 p " ) 2 / 4 ( K ^ d+4y ’ / 3 )  , and  Gjm(A;u})
2
e [L.  . ( r ; w ) ]  ^ 6 . ( r - r ' )  «-*■ I  |d A ^  <j>dxl* . . .i j  lm  i j  lm  J x, J  11
= F o r  t h e  p o l e s  (Kt + i y t ) and  (K ^+iy^)  i n
r e c t a n g u l a r  and  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  we h a v e  Gjm(Rr ;oj)
= I ( 1)-jm Kt dC dn + l ( 2) K^d? dp and  G. (R,  ; co) jm c
= Ik fd? + i<2) Ik„jm L t  < jm L Z. dc, . By u s i n g  t h e  e x p a n s i o n
th e o r e m ,  G r e e n ' s  f u n c t i o n  becomes
Y IR.
Gj m ( V “ > = (« jm - 3 j ^ / K ^ ) 5  C r ( K ^ / UZ) i  C r M * V ( W k f j
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w h ere
R2  = ( x - x ' ) 2 + ( y - y ' ) 2 + ( z - z ' ) 2 , k 2^ = to2 / ( c 2 +ia)Dt ) ,
k 2^ = o)2 ( c 2 +iaiD^) ,
A
= (to2 / c 2 ) { + l + [ l + ( v ^ + 2 ]j” /X ^e+ 2 y 1) ^ ]  }




= (co2 / c 2) {+!+[  1+oj2 ( lA /y  ' ) 2 ] ) / { 2 [ H-to2 ( lA /y  ' ) 2 ] }
k i l l - 2 )
T h e s e  e x p r e s s i o n s  im p ly  t h e  f o l l o w i n g :
2 2( i )  The t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n s  D-^k and  D2 k  a g r e e  
w i t h  t h e  L a n d a u - L i f s h i t z ' s r e s u l t s  i f  we compare  < | c j J  >/2c£<E^
a n d  < l h m e c h l > / 2 l <EZ > r a t h e r  t h a n  A t n e c l J ^ W  a n d
< 1 1 > / 2 c^<E^> w h ic h  a r e  c a l c u l a t e d  i n  e q u a t i o n s ,  ( 3 0 .3 )
and  ( 3 0 . 4 )  o f  r e f e r e n c e . B o th  e x p r e s s i o n s  a r e  e q u i v a l e n t
i . e . ,  Dt k 2  = < |E t m e c h l > / 2 < | E t l> -  n k 2  / 2 p  an d  D^k2
o
= < |E£ m ec h l> /2<E£ > = k 2  [ ( c + 4 n /3 )+ K T a 2 pc 2 ( l - 4 c 2 / 3 c 2 ) 2 ] .
o
_ Y  t-R r  _ Y / R  r
( i i )  The s p a t i a l  a t t e n u a t i o n s  e an d  e do n o t
c o n c u r  w i t h  t h e  L a n d a u - L i f s h i t z ' s r e s u l t s ,  s i n c e  h e r e  t h e
s p a t i a l  a t t e n u a t i o n s  a r e  e v a l u a t e d  by  u s i n g  t h e  e n e r g y
p a r t i t i o n  and  s p e c t r a l  t h e o r e m s ;  i n  t h e  L a n d a u - L i f s h i t z
c a s e  t h e  s p a t i a l  a t t e n u a t i o n s  a r e  e v a l u a t e d  b y  d i m e n s i o n a l l y
m o d i f y i n g  t h e  t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n s  ( t h a t  i s ,  d i v i d i n g  by  c t
and  c^  r e s p e c t i v e l y ) .
The same a r g u m e n t s  may b e  a p p l i e d  f o r  t h e  c a s e  o f
sound  p r o p a g a t i o n  i n  f l u i d s .  L. D. Landau  an d  E. M. L i f s h i t z
e v a l u a t e  t h e  s p a t i a l  ( i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  l o n g i t u d i n a l ) ,
—Y/x ( 1 1 )e a t t e n u a t i o n s  by  u s i n g  t h e  e n e r g y  r e l a t i o n s  a s  f o l l o w s v
<TS>/<E> -  < i £mech>/2<E^> -  - 4 r C 4 n + 5 >  +  k C f  -  f ) ]
Z p c  p  V
( I H - 3 )
F o r  a  t h e r m o - v i s c o e l a s t i c  f l u i d :
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I t  c a n  be  shown t h a t :
1 fdu) i-w_t .
( I I I - 5 )
k . k  1 D .k 2t  , D .k 2 t  
Gj m ( k , t )  = n(T)  («m -  C ] - j j k ?  J - 1 ]
D-, o 2 ^ / 2
k . k  ^ ~yk  ^ i 9 9
+ ( ^ 2  ) — 5 T~ e ~ r C o s [ ( c , k  — 7—) t
k  [ c ^ - D 2 (D1 -D2 ) k Z] k Z
d 2  1 / 2
9 9 1 U 9D,+2D0  s i n ( c , k  -  -7 -k  ) t  9  D0k t
+  ( - ^ 2 — - )  --------- i  ^ - 4 ------  - D ,k 2e 2  } .
Z , 2 , 2  n 2  k \  Z( c l k  -  D1  -%-)
( I I I - 6 )
Once a g a i n  a s  i n  t h e  c a s e  o f  s o l i d s  t h e  t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n  
2
e x p r e s s i o n ,  D-^k , a g r e e s  w i t h  t h e  L a n d a u - L i f  s h i t z 1 s r e s u l t  
i f  we compare  i t  w i t h  < l^£mecj1 l > 2 <E^> r a t h e r  t h a n  w i t h
< ^ f m e c h > / 2 c£ <Ef > -
The a l t e r n a t i v e  m e thod  d e s c r i b e d  ab o v e  and  t h e
r e s u l t s  o f  i t s  a p p l i c a t i o n  t o  an  a n a l y s i s  o f  i r r e v e r s i b l e
phenomena o f  sound  p r o p a g a t i o n  and  a b s o r p t i o n  i n  s o l i d s  and
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f l u i d s  a r e  p r e s e n t e d  and  e x t e n s i v e l y ,  i n  d e t a i l ,  d i s c u s s e d  
b e lo w ,  i n  C h a p t e r s  IV and  V.
CHAPTER IV
IRREVERSIBLE PHENOMENA IN SOLIDS
I V . 1. T he rm al  C o n d u c t io n
The t r a n s f e r  o f  h e a t  i n  s o l i d s  i s  due s o l e l y  t o  
t h e r m a l  c o n d u c t i o n .  The e q u a t i o n  f o r  t h i s  p r o c e s s  c a n  be 
d e r i v e d  f ro m  t h e  la w  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  p r e s e n t e d ,  
p a r t i c u l a r l y ,  i n  t h e  fo rm  o f  an  e q u a t i o n  o f  " h e a t  c o n t i n u i t y " .
The amount o f  h e a t  a b s o r b e d  i n  u n i t  vo lum e o f  t h e  
body p e r  u n i t  t i m e  c a n  be  e x p r e s s e d  a s  T 3 S / 3 t ,  w h e re  e n t r o p y ,  
S, i s  g i v e n  p e r  u n i t  vo lum e.  I f  q d e n o t e s  h e a t  f l u x  d e n s i t y ,  
t h e n
d i v  q = - ( IV -1 )
The h e a t  f l u x  c a n  a l s o  be e x p r e s s e d  by  F o u r i e r ' s  law
o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n ,  i n  t e r m s  o f  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y ,  
k :
q = - k  g r a d  T. ( IV -2 )
Thus
^  = d i v ( k  g r a d  T) . ( I V - 3)
The e n t r o p y  may b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  e n t r o p y ,  SQ,
i n  t h e  u n d e fo rm e d  s t a t e  and  t h e  t h e r m a l  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t
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a ,  a s  f o l l o w s :
S = Sq (T) +  Kcru.. , ( IV -4 )
u ^  b e i n g  t h e  s t r a i n  t e n s o r ,  an d  k  modulus  o f  h y d r o s t a t i c
c o m p r e s s i o n .  As t h e  t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n c e s  w i t h i n  t h e  body
a r e  u s u a l l y  r e l a t i v e l y  s m a l l ,  i t  may b e  assum ed  t h a t  t h e  
v a l u e s  o f  k ,  a ,  a n d  o t h e r  t h e r m o p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  a l i k e ,  
a r e  c o n s t a n t s .  Then t h e  e q u a t i o n  ( IV -3 )  b eco m es :
3S
TT F  + KTi r  = kAT- ( IV -5 )
I t  i s  known f ro m  C l a s s i c a l  Thermodynamics  t h a t
Cp -  Cv  = Ka2 T, ( I V - 6 )
w h ic h  can  b e  w r i t t e n  as
C -C
aKT = - 2 — X ( I V - 7)
a
The u n d e f o rm e d  s t a t e  e n t r o p y  t im e  d e r i v a t i v e ,  3SQ/ 3 t ,  
can  b e  e x p r e s s e d  a s  (3S / 3 T ) • ( T / 3 t ) , w h e re  3SQ/3T  i s  t a k e n  
f o r  a  c o n s t a n t  v o lu m e ,  i . e . ,  u ^  s d i v  u  = 0.  Hence :
C,r
<-5T>v  "  T -  ( I V ' 8 )
C o n s i d e r i n g  a l l  t h e  e x p r e s s i o n s  p r e s e n t e d  a b o v e ,  t h e  
e q u a t i o n  o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  r e a d s :
119
c v  I ?  +  ^ - 3 - ^  A  d i v  3  "  k i T - <IV- 9>
To c o m p le t e  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s ,  an  e x p r e s s i o n  
d e s c r i b i n g  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  a  n o n - u n i f o r m l y  h e a t e d  body 
s h o u l d  be a d d ed .  T h i s  i s  an  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n  a s  f o l l o w s :
2 ( l - a )  g r a d  d i v u  - ( l - 2 a )  c u r l  c u r l  u  = j a ( l + c r )  g r a d  T.
( IV -1 0 )
T h i s  e q u a t i o n  e n a b l e s  o n e ,  i n  p r i n c i p l e ,  t o  d e t e r m i n e  
d e f o r m a t i o n s  o f  a body f o r  any  g i v e n  t e m p e r a t u r e  d i s t r i b u t i o n .  
C o n v e r s e l y ,  i f  one  h a s  e s t a b l i s h e d  t h e  s t r a i n  t e n s o r  e q u a ­
t i o n  f o r  a  p a r t i c u l a r  d e f o r m a t i o n ,  i . e .  h a s  o b t a i n e d  an 
e x p r e s s i o n  f o r  d i v  u ,  one  may, by s u b s t i t u t i n g  i t  i n  ( I V - 9 ) , 
o b t a i n  an  e q u a t i o n  f o r  t h e  t e m p e r a t u r e  d i s t r i b u t i o n ,  i n  w h ic h  
T i s  g i v e n  a s  a v a r i a b l e  i n  s p a t i a l  and  t e m p o r a l  c o o r d i n a t e s : 
T ( x , y , z , t ) .
The t e m p e r a t u r e  d i s t r i b u t i o n  i n  a s o l i d  can  be  d e t e r ­
m in e d ,  w i t h  p r a c t i c a l  a c c u r a c y ,  by  a  s im p l e  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  
e q u a t i o n .  I n d e e d ,  t h e  s e c o n d  t e r m  on t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f
e q u a t i o n  ( IV -9 )  i s  j u s t  a  c o r r e c t i o n  t e r m  o f  o r d e r  (C -C ) /Cp v  v
r e l a t i v e  t o  t h e  f i r s t  t e r m .  I t  i s  known t h a t  i n  s o l i d s  t h e  
d i f f e r e n c e  Cp - Cv  h a s  v e r y  s m a l l  v a l u e s ,  a n d ,  f o r  a l l  
p r a c t i c a l  p u r p o s e s ,  c a n  t h u s  be  n e g l e c t e d .  Hence ,  t h e  
e q u a t i o n  o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  i n  s o l i d s  c a n  a lw a y s  be 
w r i t t e n  a s :
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= aAT, ( IV -1 0 )
w h e re  a i s  t h e r m a l  d i f f u s i v i t y  d e f i n e d  a s  r a t i o  o f  t h e r m a l  
«
c o n d u c t i v i t y  k  t o  t h e  p r o d u c t  o f  body  m a s s ,  m, an d  s p e c i f i c  
h e a t ,  c ,  t h e  l a t t e r  e v a l u a t e d  as  a  r e g u l a r  t h e r m o p h y s i c a l  
p r o p e r t y  o f  t h e  m a t e r i a l .
I V . 2.  V i s c o s i t y
When a n a l y z i n g  m o t io n  i n  e l a s t i c  b o d i e s ,  one u s u a l l y  
as su m es  t h a t  t h e  d e f o r m a t i o n  i s  r e v e r i s b l e .  However ,  s u c h  an 
a s s e s s m e n t  can  b e  j u s t i f i e d  o n l y  i n  t h e  c a s e  when t h e  p r o c e s s  
o c c u r s  i n f i n i t e s i m a l l y  s l o w l y ,  so t h a t  a t  e v e r y  g i v e n  moment 
t h e  s y s t e m  i s  i n  t h e r m o d y n a m ic a l  e q u i l i b r i u m .  As r e a l  
m o t i o n s  i n  b o d i e s  t a k e  p l a c e  w i t h  f i n i t e  v e l o c i t i e s ,  t h e  
s y s t e m  t o  e q u i l i b r i u m  w i l l  t a k e  p l a c e  w i t h i n  i t .  Thus t h e  
r e a l  m o t io n s  a r e  i r r e v e r s i b l e ,  a n d ,  i n  p a r t i c u l a r ,  m e c h a n i c a l  
e n e r g y  i s  d i s s i p a t e d ,  u l t i m a t e l y  i n t o  h e a t .
T h i s  d i s s i p a t i o n  i s  due t o  two r e a s o n s . The f i r s t  
one i s  t h a t  t h e  t e m p e r a t u r e s  b e tw e e n  d i f f e r e n t  p o i n t s  w i t h i n  
t h e  body v a r y  f ro m  e a c h  o t h e r ,  t h u s  c a u s i n g  i r r e v e r s i b l e  
t h e r m a l  c o n d u c t i o n  p r o c e s s e s . The s e c o n d  one  i s  t h e  i n t e r n a l  
m o t io n  o f  v a r i o u s  p a r t i c l e s  w i t h i n  t h e  body  w h ic h  t a k e s  p l a c e  
u n d e r  f i n i t e  v e l o c i t i e s  t h u s  a l s o  r e n d e r i n g  t h e  p r o c e s s e s  
i r r e v e r s i b l e .  The i r r e v e r s i b i l i t y  t h e  r e s u l t  o f  w h ic h  i s ,  
a s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  e n e r g y  d i s s i p a t i o n ,  i s  a t t r i b u t e d  t o
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i n t e r n a l  f r i c t i o n  o r ,  t o  u s e  a more  a c c u r a t e  t e r m ,  t o  v i s ­
c o s i t y  .
Most f r e q u e n t l y  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  due t o  v i s ­
c o s i t y  i s  n e g l i g i b l e  b e c a u s e  t h e  v e l o c i t i e s  o f  m a c r o s c o p i c  
m o t i o n s  i n  t h e  s y s t e m  a r e  s m a l l .  Those  p r o c e s s e s  can  be 
t r e a t e d  a s  " a l m o s t  i r r e v e r s i b l e "  o n e s ,  and  t h e i r  m o d e ls  can  
be  c o n s t r u c t e d  by  means  o f  t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  as  
d e s c r i b e d  above  ( c f  S e c t i o n  I I . 5 ) .  I f  one  c o n s i d e r s  a 
m e c h a n i c a l  s y s t e m  t h e  m o t i o n  o f  w h ic h  i n v o l v e s  d i s s i p a t i o n  
o f  e n e r g y ,  one can  d e s c r i b e  t h e  b e h a v i o r  o f  s u c h  s y s te m s  by 
means o f  o r d i n a r y  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  w i t h  t h e  f o r c e s  a c t i n g  
upon t h e  s y s t e m  au g m en ted  by s o - c a l l e d  d i s s i p a t i v e  f o r c e s  
and  f r i c t i o n a l  f o r c e s ;  t h e  l a t t e r  can  be  d e s c r i b e d  a s  l i n e a r  
f u n c t i o n s  o f  v e l o c i t i e s ,  s p e c i f i c a l l y ,  a s  v e l o c i t y  d e r i v a t i v e s  
o f  a  c e r t a i n  q u a d r a t i c  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  'V.
The f r i c t i o n a l  f o r c e  f  c o r r e s p o n d i n g  t o  a g e n e r a l i z e d
c l
c o o r d i n a t e  q o f  t h e  s y s t e m  i s  t h e n  g i v e n  by
CL
f a = -  ( IV -1 1 )
3qa
The d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  ¥ i s  a  p o s i t i v e  q u a d r a t i c  fo rm  i n  
t h e  v e l o c i t i e s  q a - E q u a t i o n  ( IV -1 1 )  c a n  be  e x p r e s s e d  e q u i ­
v a l e n t l y  a s
SW = - I f a 6 q . ,  ( IV -1 2 )
a
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w here  5V i s  a  c h a n g e  i n  t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  due  t o  an 
i n f i n i t e s i m a l  c h a n g e s  i n  t h e  v e l o c i t i e s .  The d i s s i p a t i v e  
f u n c t i o n  i s  a l s o  e q u a l  t o  h a l f  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  m e c h a n i c a l  
e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m  p e r  u n i t  t i m e ^ ^  .
I f  t h e  s y s t e m  u n d e r  d i s c u s s i o n  can  b e  p r e s e n t e d  a s  
a  c o n t i n u o u s  medium, i t s  m o t i o n  may be  d e s c r i b e d  by  g e n e r a l ­
i z i n g  t h e  e q u a t i o n  ( I V - 1 2 ) . The s t a t e  o f  su c h  s y s t e m s  can  
be  d e f i n e d  w i t h i n  a  c o n t in u u m  o f  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e s  
w h ic h  a r e  t h e  d i s p l a c e m e n t  v e c t o r s  u  a t  e a c h  p o i n t  i n  t h e  
body .  Thus ( IV -1 2 )  can  be  e x p r e s s e d  i n  t h e  i n t e g r a l  fo rm  a s  
f o l l o w s :
YdV = - [ f i 6 u i dV, ( IV -1 3 )
w here  f ^  a r e  t h e  com ponen ts  o f  t h e  d i s s i p a t i v e  f o r c e  v e c t o r  
f  p e r  u n i t  volume o f  t h e  body ,  and  fdV i s  t h e  t o t a l  d i s s i ­
p a t i v e  f u n c t i o n  o f  t h e  s y s t e m ,  ¥ b e i n g  t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c ­
t i o n  p e r  u n i t  vo lum e .
The g e n e r a l  fo rm  o f  'F f o r  d e fo rm ed  b o d i e s  c a n  b e  
e s t a b l i s h e d  a s  f o l l o w s .  As i t  d e s c r i b e s  t h e  i n t e r n a l  f r i c ­
t i o n ,  i t  m u s t  be  z e r o  w h ere  t h e r e  i s  no i n t e r n a l  f r i c t i o n ,  
s p e c i f i c a l l y ,  f o r  a  s y s t e m  t h a t  u n d e r g o e s  o n l y  a g e n e r a l
t r a n s l a t i o n a l  o r  r o t a t i o n a l  m o t i o n .  Thus t h e  d i s s i p a t i v e
•  •
f u n c t i o n  ¥ = 0  when u  = c o n s t a n t ,  o r  u  = S^xr, w h ere  il i s  a 
v e c t o r  g i v i n g  t h e  r a t e  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  
a l o n g  t h e  body  = d $ / d l ,  w here  d$ i s  t h e  v e c t o r  o f  t h e
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a n g l e  o f  r e l a t i v e  r o t a t i o n  o f  two s y s t e m s  a t  a  d i s t a n c e  d t  
a p a r t  a l o n g  t h e  b o d y ) .  I n  o t h e r  w o rd s ,  t h e  d i s s i p a t i v e  
f u n c t i o n  d ep en d s  n o t  s o l e l y  upon t h e  v e l o c i t y  b u t  upon  i t s  
g r a d i e n t  a s  w e l l , and  i t  c a n  c o m p r i s e  o n l y  su c h  c o m b i n a t i o n s  
o f  d e r i v a t i v e s  w h ic h  make i t  v a n i s h  when u  = f txr  and  w h ic h  
a r e  t h e  f o l l o w i n g  sums:
^  A
3xk  3x± -
t h a t  i s ,  t h e  t im e  d e r i v a t i v e s  u ^  o f  t h e  com ponen ts  o f  t h e  
s t r a i n  t e n s o r  u ^ .
The f o r e g o i n g  d e l i b e r a t i o n s  l e a d  one t o  a  c o n c l u s i o n  
t h a t  t h e  d i s s i p a t i v e  f u n c t i o n  i s  a q u a d r a t i c  f u n c t i o n  o f  
w h ic h  i n  t h e  m o s t  g e n e r a l  form c a n  be  e x p r e s s e d  as
v  '  2 wiM m u l k u &n' CIV-14)
w h ere  t h e  t e n s o r  o f  r a n k  f o u r  i s  t h e  v i s c o s i t y  t e n s o r .
T h i s  t e n s o r  o b v i o u s l y  h a s  t h e  symmetry p r o p e r t i e s ,  i . e . ,
y ik£m ~ yfm ik  ~ yki£m ~ y i k m f  ( IV -1 5 )
I f  t h e  s y s t e m  u n d e r  d i s c u s s i o n  i s ,  f o r  e x am p le ,  an  
i s o t r o p i c  body ,  t h e  t e n s o r  h a s  o n l y  two i n d e p e n d e n t
c o m p o n e n ts ,  and  ¥ c an  be  e x p r e s s e d  i n  a form a n a l o g o u s  t o  an  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e l a s t i c  e n e r g y  o f  an  i s o t r o p i c  body ,
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i . e .  ,
Y = J « l k u w ) 2  + 2 v "u l t  ■ <IV' 1 6 >
w here  y"  and  v"  a r e  dynamic  v i s c o s i t y  and  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  
r e s p e c t i v e l y .
The e x p r e s s i o n  f o r  d i s s i p a t i v e  f o r c e  f ^  i n  t e r m s  o f  
t h e  t e n s o r  can  be  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :
f i  ’  T ^ f  • <IV' 1 7 >
w here  i s  t h e  d i s s i p a t i o n  t e n s o r  d e f i n e d  as
a i k  ’  i f 1-  ‘  <IV- 18)
i k
Thus i t  c a n  be  d e d u c e d  t h a t  i n  o r d e r  t o  t a k e  v i s c o s i t y  
i n t o  a c c o u n t ,  one m u s t  r e p l a c e  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  t h e  
s t r e s s  t e n s o r  by  t h e  sum o f  t h e  s t r e s s  t e n s o r  and  t h e  
d i s s i p a t i o n  t e n s o r :  ( ° i k + a ik^  ’ anc  ^ h e n c e ,  f ° r  an  i s o t r o p i c
body ,
° i k  ’  2 lJ" ( i i k - J Sl k > W  +  v " i £ £ 6 l k -  ( IV -1 9 )
i s  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  d i s s i p a t i o n  t e n s o r  t h a t  m u s t  be  
a p p l i e d  t o  t h e  above  m e n t i o n e d  sum.
We s h a l l  s e e  i n  t h e  n e x t  C h a p t e r  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n
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( IV -1 9 )  i s  f o r m a l l y  s i m i l a r  t o  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v i s c o s ­
i t y  s t r e s s  t e n s o r  i n  f l u i d s .
\
I V . 3.  A b s o r p t i o n  o f  Sound
The i r r e v e r s i b l e  phenomena d i s c u s s e d  a b o v e ,  i . e .  
t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  an d  v i s c o s i t y ,  b r i n g  a b o u t  t h e  d i s s i ­
p a t i o n  o f  e n e r g y  i n  sound  w a v e s .  As a  r e s u l t  o f  s u c h  d i s s i ­
p a t i o n  t h e  sound  i s  c o n s e q u e n t l y  a b s o r b e d  w h ic h  means t h a t  
i t s  i n t e n s i t y  p r o g r e s s i v e l y  d i m i n i s h e s .
The phenomenon o f  sound  a b s o r p t i o n  may b e  c h a r a c t e r ­
i z e d  by  t h e  r a t e  o f  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  w h ic h  i s  d e n o t e d  a s  
^mech ' m e c h a n i c a l  e n e r g y  i s  t h e  maximum amount o f  work
t h a t  can  be done  i n  o r d e r  t o  c h an g e  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  
f rom  a  g i v e n  n o n - e q u i l i b r i u m  one  t o  one o f  th e rm o d y n a m ic  
e q u i l i b r i u m .  T h i s  maximum amount may be  t h e o r e t i c a l l y  
o b t a i n e d  by way o f  a  r e v e r s i b l e  t r a n s i t i o n ,  i . e .  s u c h  t h a t  
AS = 0. I n  t h i s  c a s e
■W h -  Eo ' <IV- 20>
w h ere  Eq i s  t h e  g i v e n  i n i t i a l  v a l u e  o f  e n e r g y ,  and  E(S)  i s  
t h e  e n e r g y  i n  t h e  s t a t e  o f  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  same e n t r o p y  
S a s  t h e  s y s t e m  h ad  i n i t i a l l y .  D i f f e r e n t i a t i n g  w i t h  r e s p e c t  
t o  t i m e ,  one o b t a i n s :
;  _ p/oN -  3E 3S
mech " as  3T‘ (IV-21)
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9EAs jg- i s  t h e  t e m p e r a t u r e , Tg, w h ic h  t h e  s y s t e m  w ou ld  p o s s e s s  
i f  i t  w e re  i n  t h e  s t a t e  o f  th e rm o d y n a m ic  e q u i l i b r i u m ,  w i t h  
a  g i v e n  v a l u e  o f  S, we g e t :
Emech ’  ' T 0 S - <IV ' 2 2 >
F o r  an  i s o t r o p i c  b o d y ,  a s  i t  i s  c o n s i d e r e d  e l s e w h e r e
t h r o u g h o u t  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  t h e  t h e r m a l - c o n d u c t i o n  p a r t  o f
f -»■ 2Eme c h  c a n  r e p r e s e n t e d  by  t h e  i n t e g r a l  - ( k / T )  ( g r a d  T) dV. 
Due t o  t h e  phenomenon o f  v i s c o s i t y ,  an  amount o f  e n e r g y  e q u a l  
t o  2 1 ' i s  d i s s i p a t e d  p e r  u n i t  t i m e  an d  vo lum e ,  and h e n c e ,  t h e
t o t a l  v i s c o s i t y  p a r t  o f  E c k i s  - 2  
t i o n  ( I V - 1 6 ) , one  may o b t a i n :
'FdV. By u s i n g  t h e  e q u a -
"‘mech
k
T ( g r a d  T) dV —2y" ( u i k  ~ 3 6 i k u £ f )2dV " v "
2
u f f dV-
( IV -2 3 )
As a  c l o s e  a p p r o x i m a t i o n ,  i t  may be  now assum ed  t h a t  sound
( 10)o s c i l l a t i o n s  a r e  a d i a b a t i c  
a s  f o l l o w s :
The e n t r o p y  may be e x p r e s s e d
S (T) = S0 (T) +  (A* + | p , ) a u i i , ( IV -23
w h ere  X1 and  y 1 a r e  t h e  Lame c o e f f i c i e n t s ,  a i s  a c o n s t a n t ,  
and  Sq(T)  i s  t h e  e n t r o p y  v a l u e  f o r  t h e  s t a t e  o f  th e r m o -
9
dynamic e q u i l i b r i u m .  D e n o t in g  ( X’ + j i i ' )  = K, we c an  w r i t e
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s im p ly :
S(T) -  Sq (T) +  Kaui ± . ( IV -2 3 b )
The a d i a b a t i c  c o n d i t i o n  f o l l o w s  i n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  m anner ,
W  = s o (T) +  Kctui i .  ( I V - 24)
w h ere  Tq i s  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  u n d e fo rm e d  ( e q u i l i b r i u m )  
s t a t e .
The d i f f e r e n c e  S q ( T )  -  S q ( T q )  c an  b e  e x p an d e d  i n  
pow ers  o f  ( T - T q ) . T a k in g  o n l y  t h e  f i r s t - o r d e r  t e r m s  o f  t h i s  
e x p a n s i o n  i n  c o n s i d e r a t i o n ,  one  may o b t a i n :
9S0  C ( T - T q )
S0 (T) -  SQ(Tq ) = (T -T0 ) ^  = 0- . ( IV -2 5 )
The d e r i v a t i o n  o f  t h e  e n t r o p y  i s  t a k e n  a t  V = c o n s t ,  
i . e .  u ^  = 0.  Hence:
TKctu. .
T - Tq =  g - i i .  ( IV -2 6 )
A p p ly in g  t h e  w e l l - k n o w n  r e l a t i o n s
C K ,
L s Li s 0  "  <IV- 27>
9  4 c ?and  - i p  = c j  -  ( IV -2 8 )
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w here  and  c t  a r e  t h e  v e l o c i t i e s  o f  t h e  t r a n v e r s e  and  
l o n g i t u d i n a l  volume waves r e s p e c t i v e l y ,  and  c t / c ^  i s  t h e  
P o i s s ' o n ' s  r a t i o ,  a ,  o f  t h e  s u b s t a n c e .
Thus ( IV -2 5 )  may b e  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
T a p ( c ? - 4 c 2 / 3 )
T“Tq  ------------ V - 5 ------Ui i -  ( I V ' 2 9 )
P
The f o l l o w i n g  d e r i v a t i o n s  c o n s i d e r  a b s o r p t i o n  o f  
sound  waves  t h a t  o r i g i n a t e  due t o  a  d e t e r m i n i s t i c  t y p e  o f  
e x c i t a t i o n .
We f i r s t  c o n s i d e r  t h e  a b s o r p t i o n  o f  t r a n s v e r s e  w av es .  
W i t h i n  t h e  f ram ew ork  o f  t h e  a d i a b a t i c  a p p r o x i m a t i o n  t h i s  
c a n n o t  be  a  r e s u l t  o f  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  phenomenon,  f o r  
u ^  = 0 i n  a  t r a n s v e r s e  wave,  and  t h e r e f o r e  T = c o n s t .
I f  t h e  wave i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  x - a x i s ,  one h a s :
u x= 0 ;  uy =uQyCos(kx-cot)  ; u z = u QzC o s ( k x - u t )  ,
w h e re  k  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  w a v e - v e c t o r  &, and  w i s  
t h e  wave f r e q u e n c y .  Now, t h e  o n l y  n o n - z e r o  com ponen ts  o f  
t h e  d e f o r m a t i o n  t e n s o r  a r e :
u xy = - - j k  uQyS in (k x -co t )  , ( IV -3 0 a )
and  u xz  = - •2 >kuQz S i n ( k x - u t )  . ( IV -3 0 b )
The t im e  a v e r a g e  o f  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  p e r  u n i t  
volume o f  t h e  body i s  t h e n :
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-  4 l," “ 4 ( u0y +u0 Z) / c ? '  <IV' 3 1 >
w here  k  i s  p u t  e q u a l  t o  w / c t .
The t o t a l  a v e r a g e  e n e r g y  o f  t h e  wave i s  t w i c e  t h e  
a v e r a g e  k i n e t i c  e n e r g y :
<E> = p I < u 2 >dV, ( IV -3 2 )
and p e r  u n i t  volume one  may o b t a i n :
E = £ p W2 ( u 2y+u l z ) ( IV -3 3 )
The sound  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  i s  d e f i n e d  a s  t h e  
r a t i o  o f  t h e  a v e r a g e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n ,  <Emecj1> , t o  t w i c e  
t h e  a v e r a g e  e n e r g y  f l u x  i n  t h e  wave ,  <E>. T h i s  q u a n t i t y  
c h a r a c t e r i z e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  wave a m p l i t u d e  w i t h  
d i s t a n c e .  The a m p l i t u d e  d e c r e a s e  i s  e x p o n e n t i a l  by  e~YX 
a l o n g  t h e  x - a x i s .  Thus t h e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  
t r a n s v e r s e  w a v e s ,  y t , c an  be  fo u n d  a s  t h e  above  s t a t e d  r a t i o  
d i v i d e d  by c t  i n  o r d e r  t o  t a k e  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  
a c c o r d i n g  d i r e c t i o n :
_ 1  l ^ m e c h 5 ! p " u 2  /T„  „ , s
Yt  = 2  c f <E> I " " J -  <IV- 3 4 >t  2 p c t
As i t  h a s  b e e n  p r e v i o u s l y  shown, t h i s  i s  a somewhat  l i m i t i n g
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a p p r o a c h  r e n d e r i n g  t h e  p r e s e n t e d  s o l u t i o n  i n c o m p l e t e  ( c f .  
S e c t i o n  I I . 7 ) .
. F o r  a l o n g i t u d i n a l  so u n d  wave one  may w r i t e :
ux  = UqCOs CIcx-  t )  , ( IV -3 5 a )
and
uy = u z = 0 .  ( IV -3 5 b )
By means o f  d e r i v a t i o n  s i m i l a r  t o  t h e  above  d e s c r i b e d  
o n e ,  we g e t  f o r  a l o n g i t u d i n a l  wave:
o i t  2  2  2  , 2  22 , kTa p c.p 4c.
Y/  = C V '+ v " )  + -------------------------- 7> CIV-36)
2 ^ 1  T  ° p  H
The s t a t e d  i n c o m p l e t e n e s s  a p p l i e s  t o  t h i s  e x p r e s s i o n  
as  w e l l .  I t  s h o u l d  be  a l s o  n o t e d  t h a t  t h e  g i v e n  e q u a t i o n s  
a r e  v a l i d ,  s t r i c t l y  s a y i n g ,  o n l y  t o  a c o m p l e t e l y  i s o t r o p i c  
and  amorphous  b o d y ,  when t h e  l a t t e r  e x p e r i e n c e s  an  e x c i t a t i o n  
o f  s t a t i o n a r y  an d  d e t e r m i n i s t i c  c h a r a c t e r .  The f o l l o w i n g  
d e v e l o p m e n t s ,  a s  t h e y  a r e  p r e s e n t e d  b e lo w ,  may somewhat  
b r o a d e n  t h e  s t a t e d  r e s t r i c t i o n s  a n d  f i l l  i n  some o f  t h e  
e x i s t i n g  i n c o m p l e t e n e s s e s .
I V . 4 .  N o n - S t a t i o n a r y  Random E x c i t a t i o n s  
i n  T h e r m o v i s c o e l a s t i c  Medium
The p r o c e d u r e s  b e i n g  d e s c r i b e d  a p p l y  n o t  o n l y  t o  
s t a t i o n a r y  and  d e t e r m i n i s t i c  e x c i t a t i o n s  b u t  t o  l i n e a r  
th e rm o d y n am ic  s y s t e m s  as  w e l l .  At t h e  same t im e  a  t y p i c a l  
t h e r m o v i s c o e l a s t i c  medium w h ere  t h e  i r r e v e r s i b l e  phenomena
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o c c u r  c l e a r l y  d i s p l a y s  s u f f i c i e n t  n o n - l i n e a r i t i e s  t h a t  s h o u l d  
be  c o n s i d e r e d  u n d e r  p r o p e r  a n a l y t i c a l  p r o c e d u r e .
The m o s t  a p p r o p r i a t e  means o f  a n a l y s i s  o f  any  k i n d  
o f  dynamic s y s t e m  i s  t o  c a l c u l a t e  i t s  r e s p o n s e  t o  c e r t a i n  
t y p e s  o f  e x c i t a t i o n s  b e i n g  t y p i c a l l y  e x p e r i e n c e d  by  a  p a r t i c ­
u l a r  s y s t e m .  The b a s i c  m e th o d o lo g y  o f  s u c h  a n a l y s i s  i s  t o  
c a l c u l a t e  t h e  m e a n - s q u a r e  r e s p o n s e  t o  t y p i c a l  d e t e r m i n i s t i c  
e x c i t a t i o n  f u n c t i o n s ,  s u c h  a s  u n i t  s t e p  f u n c t i o n ,  ramp f u n c ­
t i o n ,  o r  c o n s t a n t  a m p l i t u d e  s i n e - w a v e  f u n c t i o n ,  e t c . , o r  
t o  s t a t i o n a r y  a n d / o r  n o n - s t a t i o n a r y  random e x c i t a t i o n s  w here
t h e  i n t e r a c t i o n s  a r e  u s u a l l y  d e s c r i b e d  by  means o f  c o r r e l a t i o n  
functions^^ ’ ’ (^ -9) > (20) , (21) , (22) ^ Ifc ig very important>
ho w ev er ,  t o  h av e  means  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  m e a n - s q u a r e  o f  waves
i n  a  t h e r m o v i s c o e l a s t i c  medium due t o  n o n - s t a t i o n a r y  random 
(14)e x c i t a t i o n s v .
T h e se  e x c i t a t i o n s  a r e  t y p i c a l l y  g i v e n  a s  a p r o d u c t  
o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  e ( t ) , and  a G a u s s i a n ,  a ( t ) , 
r e p r e s e n t i n g  t h e  n a r r o w  b a n d ,  s t a t i o n a r y  s t a t i s t i c a l  p a r t  
o f  t h e  e x c i t a t i o n  w h i c h  h a s  a  z e r o  mean:
s ( t )  = e ( t ) a ( t ) . ( IV -3 7 )
I t  c an  be  shown t h a t  f o r  a  l i n e a r  a p p r o x i m a t i o n  ( v a l i d  w i t h i n  
a c t u a l  n a r r o w  l i m i t s  o f  d e v i a t i o n s ) , t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  p r e d i c t i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a  t h e r m o v i s c o e l a s t i c  
medium may b e  r e d u c e d  t o  a  c l a s s i c a l  damped h a rm o n ic  o s c i l ­
l a t o r  m odel  by  means o f  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l
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F o u r i e r - H i l b e r t  t r a n s f o r m .
The t r a n s p o r t  c o e f f i c i e n t s  o f  a  t h e r m o v i s c o e l a s t i c
2
medium a r e :  ( i )  t h e  c o m p r e s s i o n a l  wave p a r a m e t e r s  c^  and  
Ka d w h ic h  c an  be  e x p r e s s e d  by  means o f  Lame c o e f f i c i e n t s  
and  a s  f o l l o w s :
Ka d  -  ^  +  k d ’ <IV' 38>
and  ( i i )  c o m p r e s s i o n a l  and  s h e a r  v i s c o u s  p a r a m e t e r s ,  v,j, and
o f  w h ic h  t h e  f i r s t  one c o n t a i n s  two co m p o n en ts :
t h e  t e m p e r a t u r e  i n d e p e n d e n t  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  c o e f f i c i e n t ,
and  v ^ e - - t h e  t e m p e r a t u r e - d e p e n d e n t  c o m p r e s s i o n a l  v i s c o u s
c o e f f i c i e n t .  The l a t t e r  c a n  be  e v a l u a t e d  by  a p p l y i n g  t h e
O n s a g e r  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  I ,  by
('19')means o f  a  t e c h n i q u e  d e v e l o p e d  by  E r i n g e r v ' .  I n  t h e  e n s u i n g  
d e r i v a t i o n  m e th o d s  o f  i r r e v e r s i b l e  th e rm o d y n a m ic s  a r e  e x t e n ­
s i v e l y  u s e d .
The e q u a t i o n  o f  a  t h e r m o v i s c o e l a s t i c  m ed ium ’ s m o t i o n  
w h ic h  i s  i n i t i a t e d  by  a f o r c e  f ^  r e a d s  a s  f o l l o w s :
p38n 1 - ( V’+ u " 3 t ) 3 2 u1 - ( K ad+ 3 p t H - ^ - + p"3 |. ) 3 i 9 r t  -  p q .
( IV -3 9 )
From t h i s  o n e  may o b t a i n  by r e a r r a n g i n g  t h e  t e r m s :
L l j U j  = ( I V - 4 0 )
w here
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_  Kad+ V ^ t  + ^ + M " 3 t  r <K'+M"3t ) 3 2 _ 2iB
Li j --------------------- p-----------------3i 3j ' [ -----------p-------
(IV-41)
The e f f e c t  o f  t e m p e r a t u r e  upon t h e  c o m p r e s s i o n a l  wave 
p a r a m e t e r s  c^  and  Kad  can  be  i n t r o d u c e d  t h r o u g h  a p p l i c a t i o n  
o f  t h e  Maxwell  r e l a t i o n s  o f  C l a s s i c a l  The rm odynam ics .  I f  
t h o s e  a r e  u s e d  w i t h i n  t h e  a p p r o p r i a t e  J a c o b i a n  t r a n s f o r m a t i o n
1 = 3CV.S) 3 ( T , P )  = ,3Vs , t , 9V, 2 , c (
Kad 3 ( T , P )  9 ( S ’P) ( 3PJ t  T ( 3T) p /Cp ’ U V -4 2 )
t h e n  a p p l y i n g  t h e  d e f i n i t i o n s
/  9 V\   1___________ /TT7 /
3P rj, “ K’ "3T “ “ l* ( IV -4 3 )
one may o b t a i n :
—  = |  -  Ta^/C ( IV -4 4 )K a ad
The E r i n g e n  t e c h n i q u e  a s  r e f e r r e d  ab o v e  r e q u i r e s  t o  
a p p l y  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :
v M =
ka^Tp(3Kad+ 4 y ' ) ( l + a ) 2
t  g C p( l -c r ) 2
N e x t ,  one  s h o u l d  u s e  t h e  f o l l o w i n g  E r i n g e n ' s  e q u a ­
t i o n  :
At A 2 A 2:  _ „ r , ° i k al l .  „ al i
£v  y v ( d i k  3— } + Kv  T " *
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and ,  a f t e r  a d d i t i o n  o f  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  p a r t  o f  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n  i n  s o l i d ,
e t  = -  |  ( g r a d  T ) 2 , ( IV -4 5 )
one  o b t a i n s :
" d i s s  -  -  K (S fTd T>2 -  2^ < d i k  -  ^  -  Kv d M -  ( IV ‘ 4 6 >
Now, t h e  t e n s o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  t h e  f i e l d  e q u a ­
t i o n  ( IV -4 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :
A p p ly in g  t h e  F o u r i e r  t e m p o r a l  and  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
s p a t i a l  t r a n s f o r m s ,  ( IV -4 7 )  may be c h a n g e d  i n t o  t h e  (&,u0 
domain;  i t  t h e n  becom es :
Gj m (£,u)) = P j m/ ( c 2k 2+ iD t k 2a)-to2 ) + P j m/ ( c 2k 2+ iD £k 2u)-a)2 ) ,
( IV -4 8 )
w here
1 ! v"+2p"  . k . k
Dt  -  d ( p ' / p ) ;  D£  -  $ < - S j — ) i  -  < « j B - - £ = > ;
k . k  r\ I n K , + -w-p
p jm "  4  '  V ; 4  * - <IV- 4 9 >
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We c a n  now o b t a i n  t h e  r e t a r d e d  t e n s o r i a l  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  i n  t h e  ( i c , t )  domain  by  a p p l y i n g  t h e  i n v e r s e  F o u r i e r  
t r a n s f o r m :
. -D k 2 ( t - t ' )
G. ( k , t - t ' )  = y ( t - t ' )  P^_e jm J jm
o o 1 / 2  2
S i n [ c t k ( l - g  k  / p )  ( t - t ' ) ]  ^ -Dt k  ( t - t ' )
----------------------------x x r r m — +  p j m ec fck ( l - g  k  /  )
2 2 1 / 2  
S i n  [ c £k ( l - h  k  / p) ( t - t ' ) ]
c £k ( l - h 2k 2 /  ) 1 /2
w here  g and  h  c a n  b e  fo u n d  as
( IV -5 0 )
2
S 2 = 4 ^  h2 = (v^+2p")/4(Kad+ 4 y ' / 3 ) .  ( IV -5 1 )
The c o m p r e s s i o n a l  r e s p o n s e  can  be  s e p a r a t e d  f ro m  t h e  
t e n s o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  g i v e n  by ( IV -4 8 )  and  ( I V - 5 0 ) ,  by  
t a k i n g  t h e  t r a c e  o f  t h e s e  e q u a t i o n s .  The G r e e n ' s  f u n c t i o n s  
t h e n  r e a d  as  f o l l o w s :
G(k,0)) -  —K *------------*----7T,
c^k  -HLojD^k -o>
1/ 2
-D»k2 ( t - t ' )  S i n [ c „ k ( l - h 2k 2 / p )  ( t - t ' ) ]
G ( k , t - t ' )  = y ( t - t ' ) e  ------------------------ *—*------t-t* ,




y ( t - t ' )  = 1 @ t  > t ' ,
y ( t - t 1) = 0 @ t  < t 1 .
When t h e  f r e q u e n c y ,  w, h a s  o n l y  a r e a l  p a r t ,  t h e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n  c a n  b e  u s u a l l y  d i v i d e d  i n t o  a d i s s i p a t i v e  
and  a  r e a c t i v e  c o m p o n e n t s , w h ic h  a r e  t h e  i m a g i n a r y  an d  t h e
y ^
r e a l  p a r t s  o f  G(k,io) r e s p e c t i v e l y .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  G(k,aj) 
i s  d e f i n e d  a s
t a t i o n ,  ( I V - 3 7 ) , one  c an  e x p r e s s  t h e  c o m p r e s s i o n a l  wave
GCfc.u) = G'(ic,u>) + iG "(& ,u j) , ( IV -5 3 )
and  t h o s e  t e r m s  become r e s p e c t i v e l y :
(coD^k ) , ( IV -5 4 a )
( IV -5 4 b )
One may o b t a i n  by  means o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m :
G ' f l s . t - t ' )  = e
2 c£k ( l - h 2k 2 / p ) l / 2
( IV - 5 5 a )
G " ( & , t - t ' )  = e -D ek
2
2 c ^ k ( l - h 2k 2/ p ) 1 /2
( IV -5 5 b )
A p p ly in g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  e x t e r n a l  i n p u t  e x c i -
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r e s p o n s e  o f  a  s y s t e m  a s  f o l l o w s :
r ( t - )  = d t ' s ( t 1 )G(lc,  t - t ' ) = | ^ G ( ^ , a )) s ( a ) ) e i a ) ( t " t , )  . ( IV -5 6 )
C o n s i d e r  t h e  G a u s s i a n ,  a ( t ) , a s  h a v i n g  t h e  f o l l o w i n g  
c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s :
( i )  Ra ("0 = 2ttKq6 ( t) - f o r  t h e  " w h i t e  n o i s e " ,
( IV -5 7 a )
_ g  I _  I
( i i )  R (x )  = Kne 1 'Cos  f i r -  f o r  t h e  c o r r e l a t e d  n o i s e .  a U
( IV -5 7 b )
I n  t h o s e  e x p r e s s i o n s  x i s  t h e  t i m e  d i f f e r e n c e  e v a l u ­
a t e d  a s  t 2  -  t ^ .
The a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  s y s t e m  f o r  a  n o n -  
s t a t i o n a r y  i n p u t  f o r c e  r e a d s :
w here
2^ i. v *~2' Pr (o)1 ,co2 ) e do)^do)2, 
( IV -5 8 )
Pr ( u l ’a)2 ) = G*(S,u)1 ) G (K ,u 2 ) P s ( “> ] . . •  ( IV -5 9 )
The m e a n - s q u a r e  r e s p o n s e ,  E, may b e  d e f i n e d  a s
E [ r  C t ) ] = Rr ( t , t )  =
i ( io ,  -co9)
Pr  doj^du^, ( IV -6 0 )
and  t h e  g e n e r a l i z e d  s p e c t r u m  o f  t h e  i n p u t  e x c i t a t i o n  may be
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e x p r e s s e d  a s
Ps (a)l ' u 2 ) = {{
d t ^ d t ^  “ i




7  Pa (a))Se (u)-a31 ) S e (a>2 -a3) , ( IV -6 1 )
w h ere
Rs ( t i , t 2 ) = e ( t 1 ) e ( t 2 ) R a (T) ,
Se (o)-a)-L) =
d t ,  — i  (a>—o j ) t-,
d t j  - i(a)^-a))  t «
Se ( u 2 - u )  = -jjp- e ( t 2 ) e
( IV -6 2 a )
( IV -6 2 b )
( IV -6 2 c )
an d  R ( t )  h a s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  P ( a ) ) . a a
One may f u r t h e r  n o t i c e  t h a t  t h e  f u n c t i o n s  ( IV -6 2 b )  
an d  ( IV -6 2 c )  a r e  c o n j u g a t e  p a i r s  when = <*)2 . S u b s t i t u t i o n  
o f  t h e  g i v e n  e x p r e s s i o n s  i n t o  ( IV -6 0 )  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w ­
i n g  e q u a t i o n  f o r  t h e  m e a n - s q u a r e  r e s p o n s e  o f  t h e  c o m p r e s s i o n a l  
wave s y s te m :
E [ r  ( t ) ]  = Pa (aj) | A( t , iu )  | dco, ( IV -6 3 )
w here
A ( t , a)) =
da) 2 ^ xa)21
G ( k , a)2 ) Se (a)2 ~a)) e ( IV -6 4 )
C o n s i d e r  a  u n i t  s t e p  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  e ( t ) , d e f i n e d
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by the integral representation of the unit step
/ . , 1 \ jT, f dtl) o *7" / \ 3-(j0 ( t  — t  )y + ( t - t  ) = + 1  ^ r S e+(a))e
= + i ’ d a ) e ^ W ^ t _ t   ^ T j  f d o j p - n / ' i  /  S T ;  r  /  \ l - - i ^ ( t - t ' ) —----------= + 1  ^ - [ P  ( 1 / w ) + n r 6 (w) ] e
w +ie ( IV -6 5 )
The f r e q u e n c y  s h i f t e d  u n i t  s t e p  e n v e l o p e  t r a n s f o r m a ­
t i o n  f u n c t i o n  i s
- i t  ( 0 3- 0)2 )
Se+C^-w) = +i[j:i<S (o)2-o))tt + ^^.^3 = y+ ( t ) d t .
( I V - 6 6 )
S u b s t i t u t i n g  ( IV -6 6 )  i n t o  ( IV -6 3 )  and  ( I V - 6 4 ) , one
o
can  e v a l u a t e  E [ r  ( t ) ] .  F o r  a " w h i t e  n o i s e "  t h e  s p e c t r a l  
d e n s i t y  f u n c t i o n  Pa ( (jj) i s  P q = c o n s t .  F o r  c o r r e l a t e d  i n p u t  
e x c i t a t i o n ,  when c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i s  g i v e n  by  ( I V - 5 7 b ) , 
t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  i s
P ( o j )  = K 0 S ( S 2 + f t 2 +o >2 ) / 7 r  (a)2 -a)^) (o)2 -o) |)  , ( IV -6 7 )
w h ere  o)  ^ = + i g ,  and  0 )^ = -fi + i g .
By s u b s t i t u t i n g  ( IV -6 7 )  f o r  Pa (w) i n  ( IV -6 3 )  and  
( I V - 6 4 ) , one o b t a i n s  t h e  m e a n - s q u a r e  r e s p o n s e  f o r  u n i t  s t e p  
e n v e l o p e  f u n c t i o n  i n p u t .
The same p r o c e d u r e  may b e  a p p l i e d  i f  a  r e c t a n g u l a r  
s t e p  e n v e l o p e  f u n c t i o n  i s  i n t r o d u c e d  a s  i n p u t  f u n c t i o n .  T h i s  
f u n c t i o n  r e a d s :
e(t) = y(t) - y(t-t'). (IV-68)
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The t r a n s f o r m a t i o n  f u n c t i o n  i s
- i(wo-u))  t ' i
Se 0 2 -o>) = [ l - e  ] [  5 ( w2 - w) + • <IV “ 69)
\
S u b s t i t u t i n g  ( IV -6 9 )  i n  ( IV -6 3 )  an d  ( I V - 6 4 ) , one 
o b t a i n s  t h e  m e a n - s q u a r e  r e s p o n s e  o f  t h e  s y s t e m ,  w i t h  w h i t e  
n o i s e "  an d  w i t h  c o r r e l a t e d  n o i s e  a s  w e l l .
I V . 5 .  Po i n t - S o u r c e  E x c i t a t i o n  i n  a L i q u i d  L^ y ^ r  
O v e r l y i n g  a  M u l t i - L a y e r e d  T h e r m o v i s c o e l a s t i c  Medium
The p l a n e  wave p r o p e r t i e s  o f  an  unbounded  v i s c o e l a s t i c  
medium h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  by K o ls k y  an d  Ewing,
J a r d e t z k y  and  P r e s s . The p r o p a g a t i o n  o f  p l a n e  R a y l e i g h  
waves  i n  a  V o i g t - s o l i d  ( v i s c o e l a s t i c  s o l i d )  was d i s c u s s e d  by 
C a l o i ^ ^  who gav e  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  R a y l e i g h ' s  d i s p e r s i o n  
r e l a t i o n s .  Ew ing ,  e t  a l .  ( 2 4 ) ,  h a v e  a l s o  c o n s i d e r e d  t h e  
s o u r c e  r e s p o n s e  i n  a  l i q u i d  o v e r l y i n g  a  hom ogeneous ,  n o n -  
d i s s i p a t i v e  e l a s t i c  medium. Now t h e  t e n s o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  
w i l l  be  e v a l u a t e d  f o r  t h e  l a t t e r  c a s e .  T h i s  w i l l  p r o v i d e  a 
f o u n d a t i o n  f o r  p r e d i c t i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a c o u s t i c  
r e s p o n s e  i n  a l i q u i d  l a y e r  o v e r l y i n g  a m u l t i - l a y e r e d  v i s c o ­
e l a s t i c '  r e c t a n g u l a r ,  c y l i n d r i c a l  o r  s p h e r i c a l  s t r u c t u r e s .
One more a d v a n t a g e  o f  su c h  a p p r o a c h e s  i s  t h a t  t h e  t e m p e r a ­
t u r e  e f f e c t s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  by  means o f  i r r e v e r s i b l e  
th e rm o d y n a m ics  f o r  a  m u l t i - l a y e r e d  medium.
The s p a c e - f r e q u e n c y  domain r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  
t e n s o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  o f  a  t h e r m o v i s c o e l a s t i c  medium i s
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o b t a i n e d  by a p p l y i n g  t h e  i n v e r s e  s p a t i a l  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
t h e  t e n s o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  (&,u)) domain w h ic h  i s  d i s c u s s e d  
i n  S e c t i o n  I V . 4.:
A l th o u g h  e a c h  o f  t h e s e  i n t e g r a n d s  h a s  i t s  own s t r u c t u r a l  
p a r a m e t e r s ,  t h e  m e th o d  o f  t h e i r  e v a l u a t i o n  i s  q u i t e  s i m i l a r .  
The m o s t  s t r a i g h t f o r w a r d  a p p r o a c h  u t i l i z e s  a  s p a t i a l  r e p r e ­
s e n t a t i o n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  f o r  t h e  a r b i t r a r y  v e c t o r  
& i s  r e l a t e d  t o  t h e  o r t h o g o n a l  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  k ^ ,  k 2 , 
k 2  by  t h e  r e l a t i o n s :
k^ = k  s i n  0 c o s  <p, k£  = k  s i n  0 s i n  <p, k^ = k  c o s  0,
and  t h e  e l e m e n t a r y  volume i n  t e r m s  o f  t h e s e  v a r i a b l e s  i s
- i k *  R f f f  d k
( 2 t t )
x ( l / c ^ k 2+io)Dt k 2 -oj2 ) 3 = C (3 j  3m/ k 2 ) ( l / c 2k 2+ia)Dz k 2 - u 2 ) ] e _:Lk,R} .
( IV -7 0 )
( IV -7 1 )
k 2 sin0dkd0d<j>. Hence ( IV -7 0 )  r e d u c e s  t o
a \t  + 3  . 3  3  • 3dk r j n  ] m j m
TL 0 2 7 5 ? 2(2 tt) c^k  +iu)D._k -u  c»k H-icuDok -w x
TT
X ( IV -7 2 )
0 0
A f t e r  p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  i n  0,  cj>, and  k  
domains  and  s e p a r a t i n g  t h e  r e a l  e i g e n v a l u e  f rom  t h e  complex
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o n e s  t h e  e q u a t i o n  ( IV -7 2 )  may b e  w r i t t e n  a s
-,-vlSl k<5. + 3 . 9 / k
d k e “ l k , R k - J ? L - J _ m   ^ ____ _ .J  m — _ }
2, 2 , . « , 2 2 , 2, 2, . ~ , 2 2 7G -  ( S ' J t l j )  — n—“  ----— '  i  /  /  v v /  /  v( 2 tt) ^ | R | _ Joo c z k z +io)DTk  - w ( c p  + i u D ^ k  - w z )
( IV -7 3 )
I t  i s  u s e f u l  t o  d e f i n e  t h e  com plex  v a r i a b l e  z = k ,  
and  t h e n  t o  w r i t e  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l s  f o r  a  c l o s e d  p a t h  
o f  i n t e g r a t i o n ,  i n c l u d i n g  r e a l  a x i s ,  o r  any  o t h e r  p a t h  f rom  
_oo t o  -h», i n  t h e  com plex  z p l a n e .  C l e a r l y ,  t h e s e  i n t e g r a l s  
a r e  w e l l - d e f i n e d  an d  e x p o n e n t i a l l y  d e c r e a s i n g  f o r  z i n  t h e  
l o w e r  h a l f  o f  t h e  com plex  z p l a n e .  A p p ly in g  t h e  r e s i d u e  
th e o r e m ,  t h e  c o n t o u r  i n t e g r a l s  g i v e :
-+•
i  o dz e - '*'2  ^RW  ( 2 t t )  2 | R| [ z 2 - (a j2 / c 2+iu)Dt ) ] = p ( u  1- io jy " )  e ^ Gt (R;w)
( IV -7 4 a )
i  |  dz e“l z lRI/z(27r)2 |R| [ z 2- (a i2 /c^+ia)Dt ) ]  = e Yt R Gt (R;a))/<o2
( IV -7 4 b )
—>■
i  |  dz  e"l z lRl/z(2Tr)2 |R| [ z 2-aj2 / c 2+ia)D^)]  = e Y^  ^(R;w)/u)2
( IV -7 4 c )
t  LH e re ,  y t> y ^ ,  k t , k ^ ,  G and  G a r e  d e f i n e d  by  e q u a t i o n  ( IV -
t  Z.78) b e lo w .  S i n c e  k fc an d  k^  a r e  r e a l ,  G ( o r  G ) c a n  be  
r e p r e s e n t e d  by t h e  f o l l o w i n g  s p e c t r a l  r e l a t i o n  t h r o u g h  t h e  o n e ­
d i m e n s i o n a l  c h a r a c t e r i s t i c  G r e e n ' s  f u n c t i o n s :
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s ? 1 ( 5 i ’ ? i >A? 1) /(27Ti)
. N 2 ( IV -7 5 a )
£ £(R;co)  = d X ^  <J> d X ^  g 5 i ( C 1 , C i , X 5 i ) g T l i ( n 1 , r i { , X Tli)
. , 2
g ? 1 ( c i >ci ’x c 1 ) / ( 2 l T i )  • ( IV -7 5 b )
S u b s t i t u t i n g  ( IV -7 4 )  an d  ( IV -7 5 )  i n t o  ( I V - 7 3 ) , we o b t a i n  t h e  
t e n s o r i a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a s  f o l l o w s :
G^CRjto) = - - ^ - 2  |  dxjr <f dX
jm (2ir i )
1-  T^TTl f f i’
g z  a ,  , q  , x F ) + — <> dx (» dx gj- (?2>? - x )
n  1 1 H  ( 2iti )  4  J n 2 ? 2 z z 5 2
s n 2 ^ n 2 ’ n 2 ,An 2 ^s ? 2 ^ 2 ’ ^ ,A?2^ ’
( IV -7 6 )
w h e re
L. -  [ « -  i l ^ S ]  e ' Y t |R |
jm (li ' +00 ]]" ) jm to ( IV -7 7 a )
and
D. V m  - ^ l R lT ~  eto
( IV -7 7 b )
A f t e r  i n t e g r a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e i g e n v a l u e s
t  t  Z SL, X , X^ , and  X , one  o b t a i n s  G. i n  t e r m s  o f  t h e  
? 1  jm
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t r a n s v e r s e  an d  l o n g i t u d i n a l  s c a l a r  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  
a s :
G ._(R ;w )  = L. Gt (R;oj) +  D. G£ (R;o)) , j m v jm '  jm
w here
T L ” ihm l |R | -»•
G1 , L  =  e i , L  /  4 t t  | R | ,
9  o  1 / 2  1 / 2
k z  = ( o ) / c  ) { [1+ai J 1  + 1 }
C 2 [ l + o / ( y ' 7 y , ) / ]
9  O 1 / 2  1 / 2
A = (M/C ) { Q ± s ? ( v 7 y f ) 2 ] . - 1 } ,
C t  2 [l+a) ( y " / y ' )  ]
1 / 9  1 / 9
[ l+o)2 ( v " + 2 y M/  A ' + 2 y  ' ) 2 ] + 1
ho -  (0)/Co){ o o } >
*  *  2 [1+oj  ( v ”+ 2 y " / X  ' + 2 y ' )  ]
9  9  1 / 2  1 / 2  
[  l+o) ( v V + 2 y 11 /  A. l + 2 y  ' ) ] - 1
Yo = (o)/Co){------------- 1----------- £--------------- «------}
*  c  2 [ 1 + o j  ( v ” + 2 v i M/ X ^ + 2 v i ' )  ]
= A” + A” , A” = <a^Tp(K;d + | y ' ) ( l + a ) 2 / 9 C ^ ( l - a
Kad + l p ' = Xt  +  2 u ' ’ and  1 /Kad  = 1/K “ Ta l /Cr
g i v e n
( IV -7 8 )
( IV -7 8 a )
( IV -7 8 b )
( IV -7 8 c )
( IV -7 8 d )
( IV -7 8 e )
) 2 ,
( I V - 7 8 f )
i
( IV -7 8 g )
The t r a n s v e r s e  wave number  k t  and  t h e  t r a n s v e r s e  a t t e n u a t i o n  
c o n s t a n t  y t  d e r i v e d  h e r e  a g r e e  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  Ewing e t . 
a l  , p .  273,  e q u a t i o n s  (5 -1 0 0 )  and  (5-101) . The l o n g i t u d i n a l
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wave num ber ,  k ^ ,  and  t h e  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t ,  y ^ ,  w e re  n o t  
d e r i v e d  by t h e  c i t e d  a u t h o r s .
I V . 6 .  Normal  Mode S p ec t ru m  o f  Sound Waves 
i n  T h e r m o v i s c o e l a s t i c  S o l i d  Media
Normal  mode s p e c t r u m  w i l l  b e  d i s c u s s e d  h e r e  i n  
r e c t a n g u l a r  ( x , y , z ; o ) ) ,  c y l i n d r i c a l  ( r , <p, z ;co) , and  s p h e r i c a l  
(p,<J>,0;aj) c o o r d i n a t e  s y s t e m s  i n  t h e  s t e a d y - s t a t e  c a s e ,  i . e . ,
(R ; to) domain .
E n e rg y  t h a t  i s  i m p a r t e d  t o  a  v i s c o e l a s t i c  s o l i d  shows 
i t s e l f  t o  be  d i s t r i b u t e d  b e tw e e n  p r o p a g a t i o n  and  d i s s i p a t i o n  
p r o c e s s e s .  T h i s  e n e r g y  p a r t i t i o n  c a n  be  p r e d i c t e d  by  ex am in -
i n  t h e  ( k ; go) domain ( s e e  e x p r e s s i o n  IV-79b  b e l o w ) .  The 
c o m p l e x - v a l u e d  k - p o l e s  may be  d e f i n e d  by  Kt  + i y t  and  + i y ^  
w h ic h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  t r a n s v e r s e  ( n o n - d i l a t i o n a l )  and  l o n g i ­
t u d i n a l  ( i r r o t a t i o n a l )  t e r m s ,  r e s p e c t i v e l y .  The r e a l  p a r t s  
( i . e . ,  Kfc an d  K^) a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  
e n e r g y  w h i l e  t h e  i m a g i n a r y  p a r t s  ( i . e . ,  y t  and  y^)  a r e  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  e n e r g y  i n  t h e  s p a t i a l  
domain.
domain may be  r e l a t e d  t o  t h e  (k;u)) domain v e r s i o n  by  t h e  
i n v e r s e - F o u r i e r  s p a t i a l  t r a n s f o r m  a s :
i n g  t h e  c o m p l e x - v a l u e d  k - p o l e s  o f  t h e  o p e r a t o r  [L . . (1c;oo) ] ” ^
The t e n s o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  t h e  s t e a d y - s t a t e  (R;to)
00
Gj m d ; u )  = ( 1 / 2 tt) 3 ■Gj m ( £ ; w ) ,  ( IV -7 9 a )
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w here  t h e  (k;co) domain  v e r s i o n  i s  e v a l u a t e d  a l g e b r a i c a l l y  
by  t h e  r e l a t i o n :
( IV -79b)
The c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i n t e g r a l  o f  e x p r e s s i o n  ( IV -7 9 )  
made by  t h e  r e a l  p a r t  o f  a  c o m p l e x - v a l u e d  p o l e  ( C . R . P . )  can  
b e  e x p r e s s e d  e q u i v a l e n t l y  i n  t h e  e i g e n v a l u e - d o m a i n  i n  t e r m s
w h ere  a ' ,  3 ' ,  Y1 a r e  t h e  s o u r c e - p o i n t  l o c a t i o n  c o o r d i n a t e s ,
t h e i r  r e s p e c t i v e  e i g e n v a l u e s ,  and  t h e  ip and  x f u n c t i o n s  a r e  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  a -  an d  3-  n o r m a l  modes .  Each  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  h a s  t h r e e  c h a r a c t e r i s t i c  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  ( c o r r e ­
s p o n d in g  t o  t h e  t h r e e - c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s )  w h ic h  t h e n  a l l o w  
f o r  v a r i o u s  e q u i v a l e n t  r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  t h e  C .R .P .
The v a r i o u s  c h a r a c t e r i s t i c  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  and  
c o r r e s p o n d i n g  d e l t a  f u n c t i o n  r e p r e s e n t a t i o n s  w i l l  now be 
p r e s e n t e d  f o r  t h e  t h r e e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  f o r  l a t e r  c o n s t r u c t i o n
o f  two o n e - d i m e n s i o n a l  m odal  G r e e n ' s  f u n c t i o n s ,  g and  g a ,° a  °3
and  one c h a r a c t e r i s t i c  G r e e n ' s  f u n c t i o n  g ^ . T h i s  r e p r e s e n t a ­
t i o n  may be  w r i t t e n  i n  g e n e r a l  a s
a  °3
CO o o
a ,  3, Y a r e  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  v a r i a b l e s ,  h  , h R, h  a r ed  p  y
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o f  t h e  C . R . P . ' s .  F o r  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  (a  , 3 , y ) -* ( x ,y  , z )  , 
one  h a s :
The y an d  z fo rm s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h e  above  x  fo rm  due t o  
t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e
w h ere  c t  = p ' / p  ( t r a n s v e r s e  sound  s p e e d )  and  c ^  = ( A ' + 2 p ' ) / p  
( l o n g i t u d i n a l  sou n d  s p e e d ) . N ote  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
p r o p a g a t i o n  (K) c o n s t a n t  i s  a lw a y s  g r e a t e r  t h a n  t h e  a t t e n u a t i o n  
(y)  c o n s t a n t .  T h e r e f o r e  t h e  a c o u s t i c  e n e r g y  i n  b o t h  t h e  t r a n s ­
v e r s e  and  l o n g i t u d i n a l  modes p r o p a g a t e  i n  s p a c e  w i t h  some 
a t t e n u a t i o n  due t o  t h e  v i s c o u s  p a r a m e t e r s  v"  and  p " .
U s in g  e x p r e s s i o n  ( I V - 8 0 ) , o n e  c o n s t r u c t s  t h e  C .R .P .  
f rom  ( IV - 8 1 a )  and  ( IV -8 1 b )  t o  y i e l d  t h e  F o u r i e r - S o m m e r f e l d
gx ( x , x ' ; Ax ) = e
- i A x | x - x ' |
( IV -8 1 a )
6  ( x - x ' )  = ( - l / 2 i r i )  o d h  g  =  ( 1 / 2 t t )  e
CO .  . .  v
t - lA  ( x - x  ) x  7
— 00
( IV -8 1 b )
r e l a t i o n  = Ax + A^ + A^, w h e re  -»■ Kt  o r  and  a r e
d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
P 1 / 2
[ l + ^ w / a )  V ]  +1
( IV -8 2 a )
T 2 [ l + ( 2 5 t a , / U n t ) 2 ]
[ l + ( 2 ?  oU/03_ ») ]
’L 2 [ l + ( 2 £ , a ) / a >T. ) * ]
( IV -8 2 b )
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r e p r e s e n t a t i o n :
2 f - iA  ( x - x ' )  
C .R .P .  = ( l / 4 i r  ) dAx e x
- iA  ( y - y ' )
dAy e y
- i ( k 2 -A2 -A2) 1 / 2 | z - z '
i 2 ( k 2 -A2 -A2 ) 1 /2  v q x y
( IV -8 3 )
Any c y c l i c  ( o r  a n t i - c y c l i c )  r o t a t i o n  o f  t h e  x ,  y ,  z v a r i a b l e s  
w i l l  r e s u l t  i n  a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  i d e n t i c a l  fo rm .
F o r  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  ( a , B , y ) - * ( r , <P , z)  one  h a s  
t h e  f o l l o w i n g  r a d i a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n :
whose c o r r e s p o n d i n g  d e l t a  f u n c t i o n  h a s  t h r e e  d i f f e r e n t  r e p r e ­
s e n t a t i o n s .  The c y l i n d r i c a l  H an k e l  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d
( 2 )k i n d  and  B e s s e l  f u n c t i o n  h a v e  b e e n  d e n o t e d  Hv ' and  J  ,v v ’
r e s p e c t i v e l y .  The f i r s t  two r e p r e s e n t a t i o n s  c o n s i d e r  h r  a s  
t h e  e i g e n v a l u e  an d  one  h a s  t h e  H a n k e l - S o m m e r f e ld  o r  B e s s e l -  
Som m erfe ld  r e p r e s e n t a t i o n s  r e s p e c t i v e l y  a s :
00




5 ( r - r ' ) / r 1 = dfi f i jy ( f i r ' ) J v ( f i r ) . ( IV -8 5 b )
The t h i r d  d e l t a - f u n c t i o n  r e p r e s e n t a t i o n  c o n s i d e r s  h^ a s  t h e  
e i g e n v a l u e  an d  one  h a s  t h e  K o n t o r o v i c h - L e b e d e v  r e p r e s e n t a t i o n :
r ' 5 ( r - r ' )  = ( - l / 2 i r i )  <J> d h ^  = ( 1 / 2 )  J dv v J v ( f i r ' ) H ^  (f ir)  .
-100
( IV -8 5 c )
The a z i m u t h a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n  and  c o r r e s p o n d i n g  d e l t a  f u n c ­
t i o n  f o r  a  2 i T - p e r i o d i c  s y s t e m  i s :
g^ = - c o s [ v  ( tt- |  ' | ) ] / 2 v  s i n  vir , ( IV -8 6 a )
6 (cj>-(j>' )  =  ( - l / 2 i r i )  o  d h . g .  = ( 1 / tt)  I e cos  v (<(»-<(»') ,
^ v = 0  v
( IV -8 6 b )
w h ere  e = 1 f o r  v = 0 an d  2 f o r  a l l  o t h e r  v . F o r  a n o n ­
p e r i o d i c  s y s t e m ,  one  h a s :
g«, = e - i v U - < ( , ' | / i 2 v _
00
6((j)-<}>') = ( 1 / 2 tr) [ dv e ' ^ ^ " 1®1
( IV -8 6 c )
( IV -8 6 d )
The a x i a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n  (g ) i s  i d e n t i c a l  i n  form t o  t h e  
r e c t a n g u l a r  c a s e s ,  so t h e  s o l u t i o n  and  i t s  c o r r e s p o n d i n g  d e l t a  
f u n c t i o n  h a v e  a l r e a d y  b e e n  p r e s e n t e d  i n  t h e  fo rm  o f  ( I V - 8 1 a , b ) ,
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One may now sum m ar ize  t h e  f o u r  c y l i n d r i c a l  tw o-  
d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m s  t h a t  o p e r a t e  on  t h e i r  r e s p e c t i v e  o n e ­
d i m e n s i o n a l  c h a r a c t e r i s t i c  G r e e n ' s  f u n c t i o n  t o  c o n s t r u c t  t h e  
f o u r  C .R .P .  r e p r e s e n t a t i o n s  i n  t h e  ( R ; oj) s t e a d y - s t a t e  dom ain .  
The L e v i n e - S c h w i n g e r , B e s s e l - S o m m e r f e l d , H a n k e l - S o m m e r f e ld , 
and  K o n t r o r o v i c h - L e v e d e v  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  C .R .P .  a r e  
w r i t t e n  r e s p e c t i v e l y  a s :
C.R.P , = ( - l / 4 7 r 2 ) [ | d h g a ] [ | d l ^ g B] g Y =
( 1 / 2ir )  I e c o s v (<}>-(j>' )  d X e " l A ( z " z }g
v = 0
= ( 1 / t t )  I e cosv(<p-<p')
v=0
dnflJxJ« 2 r ' ) J v (nr)  g^ =
0
= ( l / 2 n )  y e cosv(<f)-<f>' )  dft f2J ( f t r 1) (f ir )  g =
v=0 v J v  v z
=  ( 1 / 4 t t )  dX e ■i ( z - z ' )
— CO
loo
[ ( 2 )
>
1/2
dv v J v [ ( K 2 -A2 ) r 1]
- l O O
( I V - 8 7)
F o r  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  ( a , 0 , y)->-(p , c(>, 0) , one  h a s  
t h e  f o l l o w i n g  f o r  t h e  r a d i a l - d i r e c t i o n :
gpCp.p* ;Kq ,A) = i K q j ^ K q P ^ h ^ C K q P )  ( IV -8 8 a )
-1
■1/2+ioo
5 <p- p '> = (^ F I) °  dhp S p = (Kq / 27T>
• 1/2-ioo
d J K 2 £ + l ) j £ (Kq p , ) h ^ 1 ) (Kq p) , 
( IV -8 8 b )
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w h ere  t h e  s p h e r i c a l  H anke l  f u n c t i o n  o f  t h e  f i r s t  k i n d  and
B e s s e l  f u n c t i o n  a r e  d e f i n e d  by :  h ^ ^  (x)  = ( t t / 2 x )  *
1 / 2and j ’^ Cx) = ( t t / 2 x )  ^ £ + l / 2 ^ x ^ ’ r e s Pe c t i v e l y • The a z i m u t h a l -
d i r e c t i o n  r e s u l t s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  o f  t h e  c y l i n d r i c a l  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  an d  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  a s  ( I V - 8 6 ) . The 
p o l a r - d i r e c t i o n  r e s u l t s  a r e :
e fa 1 v) -  m + v +l )  Pl»(c° s e ' )p- t ( - c° s e)g e ( 0 , e  , £ , v )  T  T ( £ - v + l )  s i n  tt( £ - v )  ’
( IV -8 9 a )
s i n  0'  5 ( 0 - 0 ' )  = o dh^gj
m + v + n  P£ <cos  0 , ) p £ <“ c o s  9)d v v U f S i -----------, J — ,------------ , ( IV -8 9 b )r ( £ - v + I )  s r n  it ( £ - v )  ’
-loo
6 ( 0 - 0 ' )  _ / -1  \ I  j,. 
’i i n " " 0 T" "  (I ? i ) 0  d h 0§0
1 y /'o n 1 1 \ T (£ + v + l)  £
■ 5 i T  „ f n ( ) r ( £ - v + l )  —
P“v ( c o s  0 ' ) P ”V(-COS 0)
£=0 v J s i n  t t ( £ - v )
( IV -8 9 c )
w h ere  t h e  a s s o c i a t e d  L e g e n d re  f u n c t i o n  i s  d e n o t e d  P~^ and  
t h e  gamma f u n c t i o n  by  r .  The c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  C .R .P .  i s  
t h e n  p r e s e n t e d  a s :
C .R .P .  = ^ J J ^ c o s v C e - e ' X a m ) ^ ^ }
P“ v ( c o s  0 ' ) P “v ( c o s  0) m




2Trr d£ (2£-t-l) j  ^(Kq p ' )  h ^ ^  (Kn p) £ _eu cosv(cj>-(j>')
- l / 2 - i ° ° v=0
. r g + v + p  h V(cos 6 ' > V ( - cos  0)
r ( £ - v + l )
1
?if
- 1 /  2+i°°
■ 1 / 2 - i o o
d £ ( 2 J l + l ) j il(Kq p , ) h ^ 1) (Kq p)
10°
j  r (£+v+i )  
dv v-r"a-'v+ U
P~v ( c o s  0 ' ) P ~ v (c o s  0) - i v  | <|>-cf>1 |
-  s i n  TT(i-v) i-n r -  • <IV-90>
The c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i n t e g r a l  o f  e x p r e s s i o n  ( IV -7 9 )  
made by  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  ( C . I . P . )  o f  a  c o m p l e x - v a l u e d  p o l e  
t o  t h e  t r a n s v e r s e  ( t )  and  l o n g i t u d i n a l  (£)  p a r t s  c an  be  
p r e s e n t e d  a s  a  t e n s o r i a l  e x p r e s s i o n  o f  t h e  fo rm :
t  ~Yt R I  ~y l RC . I . P .  = QT\ e c and  C . I . P .  = Q. e , ( IV -9 1 )jm jm
w h ere  Qjm a r e  t h e  a p p r o p r i a t e  p o l a r i z a t i o n  t e n s o r s  and  t h e
s p a t i a l  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t s  y h a v e  b e e n  g i v e n  i n  e x p r e s s i o n s
2 2( I V - 8 2 a , b ) .  I n  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s :  R = [ ( x - x 1) + ( y - y ' )
2 _1 / 2
+ ( z - z ' )  ] . The e x p o n e n t  o f  ( IV -9 1 )  may be  e x p an d ed  i n
t e r m s  o f  n o r m a l  modes  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  a s :
e~yR = I e ( - l ) y I  (yR) c o s (2iry) , ( IV -9 2 )
y=0 y u
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w here  t h e  m o d i f i e d  B e s s e l  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d - b y  I  (x)
1 / 9
_  e - i y  tt /  2  ^  ^ an d  R .  [ r 2+ r ' 2 - 2 r r '  cos  (<|>-<t>1 )  +  ( z - z ’ ) 2 ]
I n  s p ' h e r i c a l  n o rm a l  modes one  h a s :
D °°
e ‘ yR = I ( - l ) y ( 2 y + l ) P  ( c o s  2 ^ ) 1 ,  (yR) , ( IV -9 3 )
p=0 y y
w here  i s  t h e  o r d i n a r y  L e g e n d re  f u n c t i o n ,  and  t h e  m o d i f i e d  
s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n ,  i ^ ( y R ) ,  can  be  d e f i n e d  by  t h e  
f o l l o w i n g  r e l a t i o n :
i y (x)  = (7 r /2 x )1 / 2 I y (x)  = (Tr/2x)1 / 2 e " lyiT/2J y ( i x )  .
( IV -9 3 a )
A l s o ,
o o „ 1 / 2
R =  {p -hp 1 -2pp  ' [ c o s0  cos9 1 + s i n  0' cos  (<J>-<f>' )  ] } . ( IV -9 3 b )
R e c a l l i n g  t h a t  t h e r e  e x i s t  b o t h  t r a n s v e r s e  and  
l o n g i t u d i n a l  modes o f  e n e r g y  t r a n s p o r t  i n  a  v i s c o e l a s t i c  
s o l i d ,  one  may combine  t h e  c o n t r i b u t i o n s  o f  t h e  r e a l  ( C . R . P . )  
and  i m a g i n a r y  ( C . I . P . )  p a r t s  o f  t h e  c o m p l e x - v a l u e d  p o l e s  o f  
i n t e g r a l  ( I V - 79) t o  y i e l d  t h e  g e n e r a l  r e s u l t  f o r  t h e  t h r e e -  
d i m e n s i o n a l  t e n s o r  G re e n 1 s f u n c t i o n  o f  a  v i s c o u s  f l u i d  i n  t h e  
s t e a d y - s t a t e  domain .
I n  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s ,  t h e  t o t a l  t e n s o r i a l  
G r e e n ' s  f u n c t i o n  h a s  t h e  f o l l o w i n g  F o u r i e r  r e p r e s e n t a t i o n :
Any c y c l i c  ( o r  a n t i - c y c l i c )  r o t a t i o n  o f  t h e  x ,  y ,  z and  
Ax> Ay, Az v a r i a b l e s  w i l l  r e s u l t  i n  a r e p r e s e n t a t i o n  o f  
i d e n t i c a l  fo rm .
I n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  t h e  t o t a l  t e n s o r i a l  
G r e e n ' s  f u n c t i o n  h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o u r  r e p r e s e n t a t i o n s  
From e x p r e s s i o n s  (XV-92) an d  ( IV - 8 7 )  one  c a n  c o n s t r u c t :
(a )  t h e  L e v i n e - S c h w i n g e r  r e p r e s e n t a t i o n :
00
/  1.+ (Qi / 4 i r i )  I e ( - l ) y I  (y^R) co s  (2iry) { e co sv  1) •
v=0 y y ^ v=0 v
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(b)  t h e  B e s s e l - S o m m e r f e l d  r e p r e s e n t a t i o n :
CO 00
G. (Rjuj) = (Q- /2tt:L) £ e ( - l ) y I  (y fcR) cos(2TTy){ £ e cosv (<f> -<j> ' )  
J y = 0  y y v = 0
• fdn ^ J v ( f l r ' )  J v( f i r ) [ K ^ - f i2 ] " 1 /2  e x p ( - i [ K ^ - ^ 2 ] 1 / 2 1 z-z ’ | ) }
0
00 00
+  ^ i m / 27ri  ^ I (Y/R) c o s (2 t tu )  { I e c o sv  ((f)-<j> ')  •
y = 0  y y z  v = 0  v
f o o - l / 2  o o 1 /2
• j  dfi f l J ^ n r ' )  J v ( n r ) [ K ^ - f i z ] e x p ( - i [ K z - a Z] | z - z  * | ) } ;
( IV -9 5 b )
( c) t h e  H a n k e l  S om m erfe ld  r e p r e s e n t a t i o n :
0°  00
G. (R ;u )  = (Q. M rr i )  J e ( - l ) y I  (y R )c o s (2 i ry ){  £ e cos(c|>-<j>' )  •
y = 0  y  y  c  v = 0  v
t / o \  o o - 1 / 2  o o 1 / 2
• d n f l J v ( n r ' ) H ^ z '  ( f t r ) [ K z -ftZ] e x p ( - i [ K z -fiZ] | z - z  ' j ) }
+ I e ( - l ) y I  (y»R)cos(2Try){  £ e cosv  (<()-<)>') •
y = 0  y  y  ^  v = 0  v
• |  d^J2Jv ( ^ r ' ) H ^ 2 ) ( ^ r )  [K2 - n 2 ] “ 1 /2  e x p ( - i [ K 2 - a 2 ] “ 1 /2  | z - z  ' | ) } ;
( IV -9 5 c )
(d)  t h e  K o n t o r o v i c h - L e b e d e v  r e p r e s e n t a t i o n :
Gj m (R;o)) = (Qjm/8Tri) I e y ( - l ) yI y ( Y tR ) c o s ( 2 7 r y ) { | d A e “ i A ( z “ 2 , )
y  ^  — oo
i o °  1/2  1/2
dv J v [ (K2 -A2 ) r ' ] H < 2) [ (K2 -X2 ) r ] e x p ( - i v  | ((>-()) ’ | ) }
-  1 .C O
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wuOO -
+ (Qfm/8 i r i )  I e ( - 1 ) ^ 1  (y„R) cos  (2rry) { J dA e ' i A ( z - z  ' > •
J u=0 y ^ J
— OO
00
• I  'dv J v [ ( k | - A 2 )  1 / 2 r  • ] H(2)  [ (K2 -A2 ) 1 / 2 r ] e x p ( - i v  | <(,-<|. ’ | ) } .
- i “
( IV -9 5 d )
Note  i n  t h e  f o u r  p r e c e e d i n g  r e p r e s e n t a t i o n s  t h a t  two o f  t h e
2 2 2p a r a m e t e r s  a r e  r e l a t e d  b y :  K = ft + A an d  h e n c e  t h e  a p p r o ­
p r i a t e  p a r a m e t e r  (ft o r  A) i s  s e l e c t e d  by  t h e  i n t e g r a t i o n  o r  
summation  v a r i a b l e s .
I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  t h e  t o t a l  t e n s o r i a l  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  h a s  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  r e p r e s e n t a t i o n s :
(a )  t h e  L e g e n d r e - L e v i n e - S c h w i n g e r  r e p r e s e n t a t i o n :
iQ?mK. -
G* (R;u>) = — **-------- I ( - l ) y ( 2 y + l ) P  ( c o s  2 iTy) i , . (y t R)
2tt y = 0  y y 1
00 1 r f o - i - ^ - n  PoV( c o s 0 ’) P " v ( - c o s 9 )
1 I £v cosv(c|>-(J)' )  (2&+1) r O ± ^ + l )   A----------------  .
Jl=0 v = 0  V i U - v + i ;  s i n
i p f  K
- j £ (Kt p ' ) h ( 1 ) (K p) + LJEJ. I ( - l ) y ( 2 y + l )P  ( c o s  2 iry) i  (Y/R)
2tr y=0
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r ’v . . .  . . w , „ , „ r a + v + n  pr < cos e ' ) pj v ( - c o s  9)
Jov-0 v ) ( 2 m ) rit-v+l) ---------------s i n  n U - v ) --------
j j C K j P ^ h ^ C K j P )  . ( IV -96a)
(b) th e  C a r s l a w - s p h e r i c a l  Hankel r e p r e s e n t a t i o n :
- Q ^  oo
G. (R;w) = - %■[-  I ( - l ) y ( 2 y + l )P  ( c o s  2fry)i  (y t R)
J y=0
- 1 / 2 + i o o  ^
|  d l ( 2 1 + l ) j  (K p ' J h f ’ f f  p) I € c o s v < * -* ' )
- 1 / 2 + 1 -  v *°
pTv ( c o s e ' ) P " v ( - c o s e )  o f  «
-----------------------------------  '  T^T <2P+ 1 > V COS 2 + p ) i 1J(Y£ R)
- 1 / 2 + i o o  ^
d £ ( 2 £ + l ) j e (K^p')h^1  ^ (K^p) I e^cosv  (<£-<£')
- 1 / 2 + i o o  v  =  0
P~v ( c o s 0 ' ) P ~ v ( co s0 )
— --------------.-------- 7-3------ e----------- ( I V - 9 6 b )s m  tt( £ - v) v '
(c )  t h e  L e g e n d r e - s p h e r i c a l  Hankel r e p r e s e n t a t i o n : 
- iQ y °°
Gjm(R;<d) = — £ ^ ( - l ) y ( 2 y + l ) Py ( c os  2Try)i^(yt R)
■ 1 / 2 + i o o  ioo
f , r (a+v+i )
r(t-p+l)
- 1 / 2  +  ioo _ ± C O
d U 2 £ + l ) j £ (Kt p ' ) h ^ 1) ( K t p )
P„v (cos0 1 )PTV ( - c o s 0 )  . i ,  , , i  iQ. 00
_Z----------;------ 1    -iv|<()-<J) I -------- jm J ( - 1 )  y (2 y + l )
s m  tt( Z - v ) 8tt /v ' y=0
158
- l / 2 + i ° °  i°°
Pp ( cos  2TTVi)ivj(Y£ R) j  d £ ( 2 £ + l ) j £ (K£ p ' ) h ^ i : ) (K£ p)
- l /2+ i«>  -ioo
. r u + v + i )  p i  <c o s e ' ) p e ( - c o s e )  _ | ' | „
d r(t-v+T) ----------- s i n  , ( > - » ) --------6 ■ ( IV -9 6 c )
CHAPTER V 
IRREVERSIBLE PHENOMENA IN FLUIDS 
V. l .  E n e rg y  D i s s i p a t i o n  i n  an I n c o m p r e s s i b l e  F l u i d
The i n i t i a l  s t u d i e s  o f  t h e  f l u i d  m o t io n  phenomenon 
a r e  b a s e d  upon  an  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  f l u i d  i n  d i s c u s s i o n  
d i s p l a y s  n o n - v i s c o u s  p r o p e r t i e s .  I n  t h i s  way one  i s  a b l e  t o  
a n a l y t i c a l l y  d e r i v e  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  
phenomenon. However ,  t h e  r e a l  phenomenon i s  u s u a l l y  accom­
p a n i e d  w i t h  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  t h a t  o c c u r s  w i t h i n  t h e  f l u i d  
and a f f e c t s  i t s  m o t i o n .  The r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h e  t h e r m o ­
dynamic i r r e v e r s i b i l i t y  o f  t h e  m o t i o n  due p r i m a r i l y  t o  i n ­
t e r n a l  f r i c t i o n  ( v i s c o s i t y )  and  t h e r m a l  c o n d u c t i o n .
i s  f i n a l l y  t r a n s f o r m e d  i n t o  h e a t .  We s h a l l  c o n s i d e r  an  i n ­
c o m p r e s s i b l e  f l u i d  f o r  w h ic h  t h e  d e n s i t y  h a s  an  a p p r o x i m a t e l y  
c o n s t a n t  v a l u e  t h r o u g h o u t  t h e  e n t i r e  p r o c e s s .
The t o t a l  k i n e t i c  e n e r g y  o f  s u c h  f l u i d  can  be 
e v a l u a t e d  as
The e n e r g y  t h a t  d i s s i p a t e s  a s  a r e s u l t  o f  v i s c o s i t y
( V - l )




The p a r t i a l  d e r i v a t i v e  8 v ^ / 3 t  can  be  e x p r e s s e d  by 
means o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n :
3v. 3v. , 3 , 3a! ,
 h = -v,  _ _ i  _ I  _R_ + I  - , . l k  (V-3)
3 t  k9xk  p 3xi  p 9xk  '
Hence ,  one  may o b t a i n :
3 , 1  2\ + -*■ , , 9cri kg t ^ p v  ) = ~ p v • (v  g r a d )v -v g ra d p r t -V j -T j j—
3v.
= - p ( v * g r a d )  ( ^ v 2 + - ) + d i v ( v * a ' ) - a | k ^ i .  (V-4)
k
S i n c e  d i v  v  = 0 f o r  an  i n c o m p r e s s i b l e  f l o w ,  and  v * a '  
i s  a  v e c t o r  w i t h  co m ponen ts  t k e  f i r s t  t e r m  on t h e
r i g h t - h a n d  s i d e  o f  (V-5)  i s  a  d i v e r g e n c e ,  and  t h u s
3 v
^ _ ( l  V 2 )  = - d i v [ p v ( ^ v 2 + £ ) - v - a ' ] - a ! k— ( V- 5)
The e x p r e s s i o n  i n  b r a c k e t s  c o n t a i n s  two t e r m s  and 
r e p r e s e n t s  t h e  e n e r g y  f l u x  d e n s i t y  w i t h i n  t h e  f l u i d .  The 
f i r s t  t e r m  i s  t h e  e n e r g y  f l u x  i n  an  i d e a l  ( n o n - v i s c o u s )  f l u i d ,  
and  t h e  s e c o n d  one  i s  t h e  e n e r g y  f l u x  due t o  v i s c o s i t y .
By i n t e g r a t i n g  (V-4) o v e r  a c e r t a i n  volume V, we g e t :
_3_
31 v 2dV = —o [ p v ( j v Z 4- 2.)- v * a  1 ] * d f -  (V-6)
± / l  2 3v.
k
The t e r m  u n d e r  -j> i s  t h e  r a t e  o f  ch an g e  o f  t h e  k i n e t i c
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e n e r g y  o f  t h e  f l u i d  i n  V due t o  t h e  e n e r g y  f l u x  t h r o u g h  
s u r f a c e  f  t h a t  i s  t h e  b o u n d a r y  o f  V, an d  t h e  s e c o n d  t e r m  on 
t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  k i n e t i c  e n e r g y ,  
p e r  u n i t  t i m e ,  due t o  d i s s i p a t i o n .
When i n t e g r a t i o n  i s  p e r f o r m e d  o v e r  t h e  w h o le  vo lum e 
o f  t h e  f l u i d ,  t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l  v a n i s h e s  s i n c e  v  -»• 0 when 
f  Hence t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  i n  t h e  w h o le  f l u i d ,  p e r
u n i t  t i m e ,  i s :
^ k in  -  - | ° i k  ^  dV- <V' 7 >
The s t r e s s  t e n s o r ,  c r ^ ,  f o r  an  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  
may be  w r i t t e n  as
Sv. 3v,
Pi k  = " p5 i k  +  y " ( 3 ^ + ^ T ) * <V' 8 >
T h u s ,  one  may o b t a i n :
3v. 3v.  3v. 8v, -i 9v. 3v, ^
° i k i ^  -  ’  V < ^ + iss7> •
Hence ,  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  i n  an  
i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  becomes
*Tcin "
3vi  9vk  2
dV- (V -10)
162
The i n t e g r a l  i n  (V-10) and  t h e  dynamic v i s c o s i t y  c o -  
e f f i c i e n t ,  u " ,  a r e  a lw a y s  p o s i t i v e ,  and  E ^ in  < ^ - e -»
d i s s i p a t i o n  a lw a y s  l e a d s  t o  a  d e c r e a s e  i n  m e c h a n i c a l  e n e r g y .
V. 2 .  T h e rm a l  C o n d u c t i o n
A c o m p l e t e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  f l u i d  dynam ics  
m u s t  c o n t a i n  f i v e  e q u a t i o n s .  F o r  a  f l u i d  i n  w h ic h  p r o c e s s e s  
o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  an d  i n t e r n a l  f r i c t i o n  o c c u r ,  one o f  
t h e s e  e q u a t i o n s  i s  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y ,  and  E u l e r ' s  
e q u a t i o n s  a r e  r e p l a c e d  b y  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  The 
f i f t h  e q u a t i o n  f o r  a n  i d e a l  f l u i d  i s  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n s e r ­
v a t i o n  o f  e n t r o p y  w h ic h  r e a d s :
9 s / 3 t  +  v  • g r a d  s = 0 ( V - l l )
I n  a  v i s c o u s  f l u i d  t h i s  e q u a t i o n  i s  n o n a p p l i c a b l e  due t o  
i r r e v e r s i b l e  p r o c e s s e s  o f  e n e r g y  d i s s i p a t i o n .
I n  an  i d e a l  f l u i d  t h e  law  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  
i s  e x p r e s s e d  by  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n
■j^jrC^-pv^+pe) = - d iv [ p v ( ^ v ^ + o j )  ] . (V-12)
The t e r m s  on  t h e  l e f t  r e p r e s e n t  t h e  r a t e  o f  ch a n g e  o f  t h e  
e n e r g y  i n  u n i t  v o lum e  o f  t h e  f l u i d ,  w h i l e  t h o s e  on t h e  r i g h t  
g i v e  t h e  d i v e r g e n c e  o f  t h e  e n e r g y  f l u x  d e n s i t y .
The c h an g e  p e r  u n i t  t i m e  i n  t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  
f l u i d  i n  an y  vo lum e i s  e q u a l  t o  t h e  t o t a l  f l u x  o f  e n e r g y
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t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  b o u n d in g  t h a t  v o lu m e .  The e n e r g y  f l u x  
d e n s i t y ,  h o w ev e r ,  now h a s  a d i f f e r e n t  fo rm .  B e s i d e s  t h e  f l u x  
pvC^-v^-ko) due  t o  t h e  s im p l e  t r a n s f e r  o f  m ass  by  t h e  m o t i o n  o f  
t h e  f l u i d ,  t h e r e  i s  a l s o  a  f l u x  due t o  p r o c e s s e s  o f  i n t e r n a l  
f r i c t i o n .  T h i s  l a t t e r  f l u x  i s  g i v e n  b y  t h e  v e c t o r  v * a ' .
T h e re  i s ,  m o re o v e r ,  a n o t h e r  t e r m  t h a t  m u s t  be i n c l u d e d  i n  
t h e  e n e r g y  f l u x .  I f  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  f l u i d  i s  n o t  
c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  i t s  vo lum e ,  t h e r e  w i l l  b e ,  b e s i d e s  t h e  
two means  o f  e n e r g y  t r a n s f e r  i n d i c a t e d  a b o v e ,  a  t r a n s f e r  o f  
h e a t  by  t h e r m a l  c o n d u c t i o n .  T h i s  s i g n i f i e s  t r a n s f e r  o f  
e n e r g y  f rom  p o i n t s  w here  t h e  t e m p e r a t u r e  i s  h i g h  t o  t h o s e  
w here  i t  i s  low.  I t  d o e s  n o t  i n v o l v e  m a c r o s c o p i c  m o t i o n ,  
and  o c c u r s  ev en  i n  a  f l u i d  a t  r e s t .
The h e a t  f l u x  d e n s i t y  due t o  t h e r m a l  c o n d u c t i o n ,  q,  
i s  r e l a t e d  t o  t h e  v a r i a t i o n  o f  t e m p e r a t u r e  t h r o u g h  t h e  f l u i d  
by means o f  t h e  F o u r i e r ' s  law  o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n .
Thus t h e  t o t a l  e n e r g y  f l u x  i n  a  f l u i d  when t h e r e  i s  
v i s c o s i t y  and  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  i s  pvC^v +u>) - v * a ' -K g ra d  T. 
A c c o r d i n g l y ,  t h e  g e n e r a l  law  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  i s  
g i v e n  by t h e  e q u a t i o n
•^•(■^•pv^+pe) = - d i v [ p v ( - 2 -v^+o j ) -v*a ' - icg rad  T] . (V-13)
T h i s  e q u a t i o n  c o u l d  be  t a k e n  t o  c o m p l e t e  t h e  s y s t e m  
o f  f l u i d - m e c h a n i c a l  e q u a t i o n s  o f  a  v i s c o u s  f l u i d .  I t  i s  
c o n v e n i e n t ,  ho w ev er ,  t o  p u t  i t  i n  a n o t h e r  form by t r a n s f o r m i n g
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i t  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  To do s o ,  we 
c a l c u l a t e  t h e  t im e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  e n e r g y  i n  u n i t  volume 
o f  f l u i d ,  s t a r t i n g  from t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  We h a v e :
9 / 1 2 .  v 1 2  9 p  . ■+■ 9 v  , 3 e  , 9 p  / T7 i  /  \
3 t (? pv + P£ ) = ? v  J t  +  PV ' 7 t  +  pJ t  +  e J t -  (V’ 14)
S u b s t i t u t i n g  f o r  9 p / 3 t  f rom  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  and  
f o r  9 v / 9 t  f rom  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n ,  we h a v e :
3 / 1  2, \ 2 2 , .  / ■+* \ *+■ + , 1 2 +  ■+• , .■^(^•pv + p e )=  - j v  d i v ( p v )  - p v g r a d - ^ v  - v  g r a d  p +
+  v i “ 3 ^ + p f t ’  e  d i v < P ^ > -  < v " 1 5 >
U sin g  now t h e  th e rm odyna m ic  r e l a t i o n  de = T ds - p dV = T ds 
+ ( p / p ^ ) d p ,  we f i n d :
H  -  TH + - % I § = <v - 1 6 >
p  p
S u b s t i t u t i n g  t h i s  and  i n t r o d u c i n g  t h e  h e a t  f u n c t i o n  w = e + p / p ,  
we o b t a i n
■s^rC^PV^+pe) = -  (T j j -v^+w )d iv (pv)-pv*grad^v^-v*grad  p +
0 q- *
+  B T H + v i - 3^ -  <V - 1 7 >
N e x t ,  f rom  t h e  th e rm odyna m ic  r e l a t i o n  dw = T d s  + dp/p we h av e
g r a d  p = p g r a d  w - pT g r a d  s (V-18)
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The l a s t  t e r m  on t h e  r i g h t  o f  e q u a t i o n  (V-17)  c a n  b e  w r i t t e n  
a s :
3a! , » 3v. 3v.= - ai k 3 ^  = « v ( v .a ' )  - (V-19)
S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s ,  and adding and s u b t r a c t i n g  
d iv (K g r a d T ) ,  we o b t a in :
-^■(^•pv^+pe) = -d iv [p v (^ -v ^ + w )-v *  a ’ g r a d  T ] +
+ + 3v.
+ pT + v g r a d  s )  -  al^. -  d i v ( < g r a d  T) . (V-20)
1c
Comparing  t h i s  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  
t h e  e n e r g y  i n  u n i t  vo lum e w i t h  ( V - 1 3 ) , we hav e
+  8 v -! -vpT (^ j r+  v g r a d  s )  -  p [ k ^ - + d i v ( i c  g r a d  T) . (V-21)
k
T h i s  i s  t h e  g e n e r a l  e q u a t i o n  o f  h e a t  t r a n s f e r .  I f  t h e r e  i s  
no v i s c o s i t y  o r  t h e r m a l  c o n d u c t i o n ,  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  
z e r o ,  an d  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  e n t r o p y  f o r  an  
i d e a l  f l u i d  c a n  be  o b t a i n e d  e a s i l y .
The f o l l o w i n g  i n t e r p r e t a t i o n  o f  e q u a t i o n  (V-21) 
s h o u l d  b e  n o t i c e d .  The e x p r e s s i o n  on t h e  l e f t  i s  t h e  t o t a l  
t im e  d e r i v a t i v e  d s / d t  o f  t h e  e n t r o p y ,  m u l t i p l i e d  by  pT. The 
q u a n t i t y  d s / d t  g i v e s  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  o f  a u n i t  mass  o f  
f l u i d  a s  i t  moves i n  s p a c e ,  and T d s / d t  i s  t h e r e f o r e  t h e  
q u a n t i t y  o f  h e a t  g a i n e d  by t h i s  u n i t  m ass  i n  u n i t  t i m e .  So
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pT d s / d t  i s  t h e  q u a n t i t y  o f  h e a t  g a i n e d  p e r  u n i t  v o lu m e .  We 
s e e  t h a t  t h e  amount o f  h e a t  g a i n e d  by u n i t  vo lum e o f  t h e  
f l u i d  i s  t h e r e f o r e
a i l c9vi / 9xk  + d iv (<  g r a d  T) . (V-22)
The f i r s t  t e r m  h e r e  i s  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  i n t o  h e a t  by 
v i s c o s i t y ,  and  t h e  s e c o n d  i s  t h e  h e a t  c o n d u c t e d  i n t o  t h e  
volume i n  c o n s i d e r a t i o n .
E x p a n d in g  t h e  t e r m  v ^/3x^. i n  e q u a t i o n  (V-21)  by 
s u b s t i t u t i n g  t h e  e q u a t i o n  (V-8) f o r  c r ^ ,  one  g e t s :
9v. 3v.  3v. 3v, 9 3 v p 3v.  3v»
= + 5 a ^ i k ^ ’ C V ' 2 3 )
The f i r s t  t e r m  i n  t h i s  e x p r e s s i o n  i s :
, 3v .  3v, 0 3vn ^l i t /  i ,   k  2 ~  I s .
1  oX^ 3x£ ’
and  t h e  s e c o n d  i s
3v. 3 v ,  3v. 3v» 9
? 3x^  5i k  3 x J  = ? 3x7 3 x J  = S ( d i v v ) •
Thus e q u a t i o n  (V-21)  becomes
3 -*■ -y -+• 1 3v.  o o
P T ( | |  +  v g r a d  s)  = div(k grad T) + ( ^ 4 -  ^  -  § 6 ^ )  +
+ £ ( d i v v ) ^ .  (V-24)
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The t o t a l  e n t r o p y  o f  t h e  w h o le  f l u i d  i s  e q u a l  t o  t h e  
i n t e g r a l  a s  f o l l o w s :
r ps dV. (V-25)
The c h a n g e  i n  e n t r o p y  p e r  u n i t  t i m e  i s  t h e  d e r i v a t i v e :
d[ ps d V ] / d t  = [ 3 ( p s ) / 3 t ] d V .  (V-26)
U s in g  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  an d  (V-24)  one  o b t a i n s :
-  ^ = p |^  + s |-£  = - s  d i v ( p v )  - pv*grad s + ^div(K grad  T) +
2n 3v. 3v, 0 9v„ 0
+  2 T ( 3 x ^  +  3 x 7 "  l (Si k 3 x J ) + f <:d:LVv) ’ (V-27)
The f i r s t  two t e r m s  on t h e  r i g h t  t o g e t h e r  g i v e  - d i v ( p s v ) .
The volume i n t e g r a l  i s  t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  i n t e g r a l  o f  t h e  
e n t r o p y  f l u x  p sv  o v e r  t h e  s u r f a c e .
C o n s i d e r  an  unbounded  vo lum e o f  f l u i d  a t  r e s t  a t  i n f i n ­
i t y .  The b o u n d in g  s u r f a c e  c a n  b e  rem oved  t o  i n f i n i t y ;  t h e  
i n t e g r a n d  i n  t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l  i s  t h e n  z e r o ,  and  so i s  
t h e  i n t e g r a l  i t s e l f .  The i n t e g r a l  o f  t h e  t h i r d  t e r m  on t h e  
r i g h t  i n  e q u a t i o n  (V-27)  i s  t r a n s f o r m e d  a s  f o l l o w s :
2
^ d i v ( <  g r a d  T) dV = J d i v (K ) dV + f --^ - ^ - ^ - dV. (V-28)
Assuming t h a t  t h e  f l u i d  t e m p e r a t u r e  t e n d s  s u f f i c i e n t l y  r a p i d l y  
t o  a  c o n s t a n t  v a l u e  a t  i n f i n i t y ,  we c a n  t r a n s f o r m  t h e  f i r s t
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i n t e g r a l  i n t o  one o v e r  a n  i n f i n i t e l y  r e m o te  s u r f a c e ,  on 
w h ich  g r a d  T = 0 and  t h e  i n t e g r a l  t h e r e f o r e  v a n i s h e s .
The r e s u l t  i s :
d
d t ps dV = [ K<Sr 5d T >2
+ ^ ( d i v  v)  ^ dV. (V-29)
The f i r s t  t e r m  on t h e  r i g h t  i s  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  due t o  
t h e r m a l  c o n d u c t i o n ,  an d  t h e  o t h e r  two t e r m s  g i v e  t h e  e n t r o p y  
p r o d u c t i o n  due  t o  i n t e r n a l  f r i c t i o n .  The e n t r o p y  
can  o n l y  i n c r e a s e ,  i . e .  t h e  sum on t h e  r i g h t  o f  e q u a t i o n  
(V-29)  m u s t  b e  p o s i t i v e .  I n  e a c h  t e r m ,  t h e  i n t e g r a n d  may be 
n o n - z e r o  e v e n  i f  t h e  o t h e r  two i n t e g r a l s  v a n i s h .  Hence i t  
f o l l o w s  t h a t  t h e  s e c o n d  v i s c o s i t y  c o e f f i c i e n t  £ i s  p o s i t i v e ,  
as  w e l l  a s  < and  y " ,  w h ic h  we a l r e a d y  know a s  b e i n g  p o s i t i v e .
I t  h a s  b e e n  a s sum ed  i n  t h i s  d e r i v a t i o n  t h a t  t h e  h e a t  
f l u x  d o e s  n o t  d ep en d  on t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t .  T h i s  a s s u m p t i o n  
c an  be  j u s t i f i e d  a s  f o l l o w s .  I f  t h e  h e a t  f l u x ,  q,  c o n t a i n e d  
a t e r m  p r o p o r t i o n a l  t o  g r a d  p ,  t h e  e x p r e s s i o n  (V-29) f o r  t h e  
e n t r o p y  p r o d u c t i o n  w ou ld  i n c l u d e  a n o t h e r  t e r m  h a v i n g  t h e  p r o -  
d u c t  g r a d  p * g r a d  T i n  t h e  i n t e g r a n d .  S i n c e  t h e  l a t t e r  m i g h t  
be  e i t h e r  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e ,  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  
e n t r o p y  w ou ld  n o t  n e c e s s a r i l y  be  p o s i t i v e ,  w h ic h  i s  i m p o s s i b l e .
The ab o v e  a r g u m e n t s  s h o u l d  a l s o  be  s u p p le m e n t e d  a s  
f o l l o w s .  I n  a  s y s t e m  w h ic h  i s  n o t  i n  th e rm o d y n a m ic  e q u i l i ­
b r iu m ,  s u c h  a s  a f l u i d  w i t h  v e l o c i t y  and  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t s ,
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t h e  u s u a l  d e f i n i t i o n s  o f  th e rm odynam ic  q u a n t i t i e s  m u s t  be 
somewhat m o d i f i e d .  The n e c e s s a r y  d e f i n i t i o n s  a r e :  p and
pe a r e  t h e  mass, a n d  i n t e r n a l  e n e r g y  p e r  u n i t  vo lum e;  v  i s  
t h e  momentum o f  u n i t  mass  o f  f l u i d ;  t h e  r e m a i n i n g  t h e r m o ­
dynamic q u a n t i t i e s  c a n  t h e n  be d e f i n e d  a s  b e i n g  t h e  same 
f u n c t i o n s  o f  p a n d  e a s  t h e y  a r e  i n  t h e r m a l  e q u i l i b r i u m .  
The e n t r o p y  s = s ( p , e ) ,  h o w ev er ,  i s  no l o n g e r  t h e  t r u e
w i l l  n o t ,  s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  b e  a  q u a n t i t y  t h a t  m us t  i n c r e a s e  
w i t h  t i m e .  N e v e r t h e l e s s ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t ,  f o r  s m a l l  
v e l o c i t y  and  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t s ,  s i s  t h e  same a s  t h e  
t r u e  e n t r o p y  i n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  h e r e  u s e d .  F o r ,  i f  t h e r e  
a r e  g r a d i e n t s  p r e s e n t ,  t h e y  i n  g e n e r a l  l e a d  t o  a d d i t i o n a l  
t e r m s  ( b e s i d e s  s ( p , e ) )  i n  t h e  e n t r o p y .  The r e s u l t s  g i v e n  
a b o v e ,  h o w ev er ,  c a n  be  a l t e r e d  o n l y  by t e r m s  l i n e a r  i n  t h e  
g r a d i e n t s  ( f o r  i n s t a n c e ,  a t e r m  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s c a l a r
d i v  v ) . Such t e r m s  w ould  n e c e s s a r i l y  t a k e  b o t h  p o s i t i v e  and 
n e g a t i v e  v a l u e s .  But  t h e y  o u g h t  t o  be  n e g a t i v e  d e f i n i t e ,  
s i n c e  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e  s = s ( p , c )  i s  t h e  maximum 
p o s s i b l e  v a l u e .  Hence t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  e n t r o p y  i n  
pow ers  o f  t h e  s m a l l  g r a d i e n t s  c a n  c o n t a i n  ( a p a r t  f rom  t h e  
z e r o - o r d e r  t e rm )  o n l y  t e r m s  o f  t h e  s e c o n d  and  h i g h e r  o r d e r s .
The t h r e e  c o e f f i c i e n t s ,  y " ,  c ,  k , w h ic h  a p p e a r  i n
the rm odynam ic  e n t r o p y :  t h e  i n t e g r a l
ps dV
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t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a v i s c o u s  c o n d u c t i n g  f l u i d  
c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e  t h e  f l u i d - m e c h a n i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
f l u i d  i n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  c o n s i d e r e d  ( i . e .  when t h e  h i g h e r -  
o r d e r  s p a c e  d e r i v a t i v e s  o f  v e l o c i t y ,  t e m p e r a t u r e ,  e t c .  a r e  
n e g l e c t e d ) . The i n t r o d u c t i o n  o f  an y  f u r t h e r  t e r m s  ( f o r  
ex am p le ,  t h e  i n c l u s i o n  i n  t h e  m ass  f l u x  d e n s i t y  o f  t e r m s  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  g r a d i e n t  o f  d e n s i t y  o r  t e m p e r a t u r e )  h a s  
no p h y s i c a l  m e a n in g ,  and w ou ld  im p ly  a t  l e a s t  a c h a n g e  i n  
t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  b a s i c  q u a n t i t i e s ;  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  
v e l o c i t y  w ould  no l o n g e r  b e  t h e  momentum o f  u n i t  m ass  o f  
f l u i d .
The g e n e r a l  e q u a t i o n  o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  c a n  be 
c o n s i d e r a b l y  s i m p l i f i e d  i n  c e r t a i n  c a s e s .  I f  t h e  f l u i d  
v e l o c i t y  i s  s m a l l  com pared  w i t h  t h e  v e l o c i t y  o f  s o u n d ,  t h e  
p r e s s u r e  v a r i a t i o n s  o c c u r r i n g  a s  a r e s u l t  o f  t h e  m o t i o n  a r e  
so s m a l l  t h a t  t h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  d e n s i t y  (and  i n  t h e  o t h e r  
th e rm o d y n am ic  q u a n t i t i e s )  c a u s e d  by them may b e  n e g l e c t e d .  
However,  a  n o n - u n i f o r m l y  h e a t e d  f l u i d  i s  s t i l l  n o t  c o m p l e t e l y  
i n c o m p r e s s i b l e  i n  t h e  s e n s e  u s e d  p r e v i o u s l y .  The r e a s o n  i s  
t h a t  t h e  d e n s i t y  v a r i e s  w i t h  t h e  t e m p e r a t u r e ;  t h i s  v a r i a t i o n  
c a n n o t  i n  g e n e r a l  b e  n e g l e c t e d ,  an d  t h e r e f o r e ,  e v e n  a t  s m a l l  
v e l o c i t i e s ,  t h e  d e n s i t y  o f  a n o n - u n i f o r m l y  h e a t e d  f l u i d  
c a n n o t  b e  s u p p o se d  c o n s t a n t .  I n  d e t e r m i n i n g  t h e  d e r i v a t i v e s  
o f  the rm odynam ic  q u a n t i t i e s  i n  t h i s  c a s e ,  i t  i s  t h e r e f o r e  
n e c e s s a r y  t o  s u p p o s e  t h e  p r e s s u r e  c o n s t a n t ,  and  n o t  t h e  
d e n s i t y .  Thus we h a v e
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3s
31 ( — )
dSs 3T 
3T p 3 t ’ g r a d  s = ( | J )  g r a d  T, (V-30)
P
and ,  s i n c e  T ( 3 s / 3 T ) p  i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  p r e s s u r e  
c , we o b t a i n  T 3 s / 3 t  = c 3 T / 3 t ,  T g r a d  s = c g r a d  T. Equa-
r sr c
t i o n  (V-21) becom es :
p c  ( g - r - + v g r a d  T) = d i v ( i c g r a d T )  +  a
c ik3x- (V-31)
I f  t h e  d e n s i t y  i s  s u p p o s e d  t o  be  c o n s t a n t  i n  t h e  e q u a ­
t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  a  n o n - u n i f o r m l y  h e a t e d  f l u i d ,  t h e  f l u i d  
v e l o c i t y  s h o u l d  be  s m a l l  com pared  w i t h  t h a t  o f  s o u n d ,  and 
a l s o  t h e  t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n t i a l s  i n  t h e  f l u i d  s h o u l d  be 
s m a l l  (m ean ing  t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  d i f f e r ­
e n c e s ,  n o t  t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t ) .  The f l u i d  may t h e n  be 
s u p p o se d  i n c o m p r e s s i b l e  i n  t h e  u s u a l  s e n s e ,  an d  we c a n  n e g l e c t  
a l s o  t h e  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n s  o f  y " ,  k and  Cp. W r i t i n g
t r a n s f e r  i n  an  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  i n  t h e  f o l l o w i n g  form :
w here  v  = y " / p  i s  t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y ,  and  we hav e  
w r i t t e n  < i n  t e r m s  o f  t h e  t h e r m o m e t r i c  c o n d u c t i v i t y ,  d e f i n e d  
a s
t h e  t e r m  a s  a b o v e ,  we o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  o f  h e a t  
(V-32)
X =  x / p c p . (V-33)
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V . 3. D i f f u s i o n
A l l  p r e c e d i n g  d e r i v a t i o n s  a r e  b a s e d  upon an  a s su m p ­
t i o n  t h a t  t h e  f l u i d  i s  c o m p l e t e l y  h o m o g e n e o u s . F o r  a 
m i x t u r e  o f  f l u i d s  whose c o m p o s i t i o n  i s  d i f f e r e n t  a t  d i f f e r e n t  
p o i n t s  t h e  e q u a t i o n s  o f  f l u i d  dy n am ics  s h o u l d  be  c o n s i d e r a b l y  
m o d i f i e d .
We s h a l l  d i s c u s s  h e r e  o n l y  tw o -co m p o n e n t  m i x t u r e s .
The c o m p o s i t i o n  o f  t h e  m i x t u r e  i s  d e s c r i b e d  by  t h e  c o n c e n t r a ­
t i o n  c ,  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m ass  o f  one com ponent  t o  
t h e  t o t a l  m ass  o f  t h e  f l u i d  i n  a  g i v e n  vo lum e e l e m e n t .
I n  t h e  c o u r s e  o f  t i m e ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  c o n c e n t r a ­
t i o n  t h r o u g h  t h e  f l u i d  c h a n g e s .  T h i s  c h a n g e  o c c u r s  i n  two 
w a y s .
F i r s t l y ,  when t h e r e  i s  m a c r o s c o p i c  m o t i o n  o f  t h e
f l u i d ,  a n y  g i v e n  s m a l l  p o r t i o n  o f  i t  moves a s  a w h o le ,  i t s
c o m p o s i t i o n  r e m a i n i n g  u n c h a n g e d .  T h i s  r e s u l t s  i n  a p u r e l y  
m e c h a n i c a l  m i x i n g  o f  t h e  f l u i d ;  a l t h o u g h  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  
e a c h  m oving  p o r t i o n  o f  i t  i s  u n c h a n g e d ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  
o f  t h e  f l u i d  a t  any  p o i n t  i n  s p a c e  v a r i e s  w i t h  t i m e .  I f  any  
p r o c e s s e s  o f  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  and  i n t e r n a l  f r i c t i o n  a r e  
n e g l e c t e d  t h i s  c h a n g e  i n  c o n c e n t r a t i o n  i s  a t h e r m o d y n a m i c a l l y  
r e v e r s i b l e  p r o c e s s ,  and  does  n o t  r e s u l t  i n  t h e  d i s s i p a t i o n  o f  
e n e r g y .
S e c o n d l y ,  a c h a n g e  i n  c o m p o s i t i o n  c an  o c c u r  by  t h e  
m o l e c u l a r  t r a n s f e r  o f  t h e  com ponen ts  f rom  one p a r t  o f  t h e
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fluid to another. The equalization of the concentration by
t h i s  d i r e c t  ch a n g e  o f  c o m p o s i t i o n  o f  e v e r y  s m a l l  p o r t i o n  o f
f l u i d  i s  c a l l e d  d i f f u s i o n .  D i f f u s i o n  i s  a n  i r r e v e r s i b l e  
p r o c e s s ,  an d  i s ,  l i k e  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  an d  v i s c o s i t y ,  a 
s o u r c e  o f  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  i n  a  m i x t u r e  o f  f l u i d s .
The e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  f o r  t h e  t o t a l  m ass  o f  t h e  
f l u i d  i s :
3p / 3t + d i v ( p v )  = 0. (V-34)
I t  shows t h a t  t h e  t o t a l  mass  o f  f l u i d  i n  an y  vo lum e can  v a r y
o n l y  w i t h  t h e  f l o w  o f  f l u i d  i n t o  o r  o u t  o f  t h a t  v o lu m e .  I t
m u s t  be  e m p h a s iz e d  t h a t  t h e  c o n c e p t  o f  v e l o c i t y  i t s e l f  m u s t
be r e d e f i n e d  f o r  a m i x t u r e  o f  f l u i d s .  By w r i t i n g  t h e  e q u a t i o n  
o f  c o n t i n u i t y  i n  t h e  ab o v e  form ,  we h av e  d e f i n e d  t h e  v e l o c i t y ,  
a s  b e f o r e ,  a s  t h e  t o t a l  momentum o f  u n i t  mass  o f  f l u i d .
The N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  i s  a l s o  u n c h a n g e d .  We 
s h a l l  now d e r i v e  t h e  r e m a i n i n g  e q u a t i o n s  o f  f l u i d  dy n am ics  
f o r  a  m i x t u r e  o f  f l u i d s .
I n  t h e  a b s e n c e  o f  d i f f u s i o n ,  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  any  
g i v e n  f l u i d  e l e m e n t  r e m a i n s  u n c h a n g e d  a s  i t  m o v e s . T h i s  
means t h a t  t h e  t o t a l  d e r i v a t i v e  d c / d t  i s  z e r o ,  i . e .  d c / d t  
= 3 c / 3 t  +  v * g r a d  c = 0,  o r :
3 ( p c ) / 3 t + d i v ( p c v )  = 0, (V-35)
w h ic h  i s  an  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  f o r  one  o f  t h e  com ponen ts
o f  t h e  m i x t u r e  (pc  b e i n g  t h e  mass  o f  t h a t  com ponent  i n  u n i t
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volume). .In the integral form it reads:
(V-36)
I t  shows t h a t  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  amount o f  t h i s  com­
p o n e n t  i n  a n y  volume i s  e q u a l  t o  t h e  amount  o f  t h e  component  
t r a n s p o r t e d  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  o f  t h a t  vo lum e by  t h e  m o t i o n  
o f  t h e  f l u i d .
component  i n  q u e s t i o n  a s  i t  moves w i t h  t h e  f l u i d ,  t h e r e  i s  
a n o t h e r  f l u x  w h ic h  r e s u l t s  i n  t h e  t r a n s f e r  o f  t h e  compo­
n e n t s  e v e n  when t h e  f l u i d  a s  a  w h o le  i s  a t  r e s t .  L e t  i  be  
t h e  d e n s i t y  o f  t h i s  d i f f u s i o n  f l u x ,  i . e .  t h e  amount o f  t h e  
component  t r a n s p o r t e d  by d i f f u s i o n  t h r o u g h  u n i t  a r e a  i n  u n i t  
t i m e .  The sum o f  t h e  f l u x  d e n s i t i e s  f o r  t h e  two co m ponen ts  
m us t  be  pv. I f  t h e  f l u x  d e n s i t y  f o r  one  component  i s
- y  ->•
pcv + i ,  f o r  t h e  o t h e r  component  i t  i s  t h e r e f o r e  p ( l - c ) v - i .
The r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  amount o f  t h i s  component  
i n  an y  vo lum e i s :
When d i f f u s i o n  o c c u r s ,  b e s i d e s  t h e  f l u x  pcv o f  t h e
3 pc dV = -  o p c v d f  -  o i * d f , (V-37)
o r ,  i n  d i f f e r e n t i a l  form
-y ^
9 ( p c ) / 3 t  = - d i v ( p c v )  -  d i v i . (V-38)
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U sing  e q u a t i o n  ( V - 3 4 ) , we c an  r e w r i t e  t h i s  " e q u a t i o n  o f  c o n ­
t i n u i t y "  f o r  one  com ponent  i n  t h e  form
p ( 3 c / 9 t  + v g r a d  c)  = - d i v i .  (V-39)
To d e r i v e  a n o t h e r  e q u a t i o n ,  we r e p e a t  t h e  a r g u m e n t s  
g i v e n  i n  S e c t i o n  V .2  a b o v e ,  b e a r i n g  i n  mind  t h a t  t h e  t h e r m o ­
dynamic q u a n t i t i e s  f o r  t h e  f l u i d  a r e  now f u n c t i o n s  o f  t h e
c o n c e n t r a t i o n  a l s o .  I n  c a l c u l a t i n g  t h e  d e r i v a t i v e  
1 29 (-jpv + p e ) / 9 t  by  means  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  we had  
t o  t r a n s f o r m  t h e  t e r m s  p 9 e / 9 t  and  - v g r a d  p .  T h i s  t r a n s f o r ­
m a t i o n  m u s t  now be  m o d i f i e d ,  b e c a u s e  t h e  th e rm o d y n a m ic  i d e n t i ­
t i e s  f o r  t h e  e n e r g y  and  t h e  h e a t  f u n c t i o n  now c o n t a i n  an  
a d d i t i o n a l  t e r m  i n v o l v i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l  o f  t h e  c o n c e n t r a ­
t i o n  :
de = T ds +  ( p / p ^ )  dp + y dc , (V-40a)
dw = T ds  +  ( 1 /  p) dp + y dc , (V-40b)
w here  y i s  an  a p p r o p r i a t e l y  d e f i n e d  c h e m i c a l  p o t e n t i a l  o f  
t h e  m i x t u r e .  F o r  a  m i x t u r e  o f  two s u b s t a n c e s ,  t h e  t h e r m o ­
dynamic i d e n t i t y  i s
de = T ds -  p dV + y-^dn-^ + y £ d n £ ,
w here  n ^ ,  ^  a r e  t h e  num bers  o f  p a r t i c l e s  o f  t h e  two s u b ­
s t a n c e s  i n  1 g o f  t h e  m i x t u r e ,  and y^ ,  y  ^ a r a  t h e  c h e m i c a l  
p o t e n t i a l s  o f  t h e  s u b s t a n c e s .  The numbers  n ^ , ^  s a t i s f y  
t h e  r e l a t i o n  n-^m^ 4- n 2m2 = w^ere  mi  an<^  m2 are m asses
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o f  t h e  two k i n d s  o f  p a r t i c l e s .  I f  we i n t r o d u c e  a s  a  v a r i a b l e  
t h e  c o n c e n t r a t i o n  c = n^m-^, we have
y l  y 2de = T ds  -  p dV + (—=■ -  —=■) dc . r  m-^
Comparing t h i s  w i t h  t h e  g i v e n  r e l a t i o n  one  c a n  s e e  t h a t  t h e  
c h e m i c a l  p o t e n t i a l  y i s  r e l a t e d  t o  y^ and  y  ^ by
A c c o r d i n g l y ,  an  a d d i t i o n a l  t e r m  p y 3 c / 3 t  a p p e a r s  i n  t h e  d e r i ­
v a t i v e  p 3 e / 3 t .  W r i t i n g  t h e  s e c o n d  th e rm o d y n am ic  r e l a t i o n  i n  
t h e  form
dp = p dw - pT ds - py d c , (V-40c)
we s e e  t h a t  t h e  t e r m  - v « g r a d  p w i l l  c o n t a i n  an  a d d i t i o n a l  
t e r m  p y v * g rad  c .
Thus we m u s t  add  p y ( 3 c / 3 t  + v  g r a d e )  t o  t h e  e x p r e s s i o n
—V
(V-20) . By e q u a t i o n  (V-39) , t h i s  c a n  b e  w r i t t e n  - y d i v i .
The r e s u l t  i s
Tpjr(^pv^ + pe)  = d i v [ p v ( - j v ^  + w) - v*a  ' +  q]  +
+ p T ( | - | +  v * g r a d  s )  -  d i v  q - y d i v i .
(V-41)
We h a v e  r e p l a c e d  - K g r a d T  by a  h e a t  f l u x  q ,  w h ic h  may d epend
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n o t  o n l y  on  t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t  b u t  a l s o  on t h e  c o n c e n ­
t r a t i o n  g r a d i e n t .  The sum o f  t h e  l a s t  two t e r m s  on t h e  r i g h t  
can  be w r i t t e n
->■
d i v  q - y d i v  i  = d i v ( q  - y i )  + i * g r a d  y . (V-42)
—y ~j O
The e x p r e s s i o n  pv(^-v + 1 )  - v * a '  + q  w h ic h  i s  t h e  
o p e r a n d  o f  t h e  d i v e r g e n c e  o p e r a t o r  i n  e q u a t i o n  (V-41) i s ,  
by  t h e  d e f i n i t i o n  o f  q,  t h e  t o t a l  e n e r g y  f l u x  i n  t h e  f l u i d .  
The f i r s t  t e r m  i s  t h e  r e v e r s i b l e  e n e r g y  f l u x ,  due t o  t h e  
movement o f  t h e  f l u i d  a s  a w h o le ,  w h i l e  t h e  sum ( - v a ' + q )  
i s  t h e  i r r e v e r s i b l e  f l u x .  When t h e r e  i s  no m a c r o s c o p i c  
m o t i o n ,  t h e  v i s c o s i t y  f l u x  v * a '  i s  z e r o ,  an d  t h e  t h e r m a l  f l u x  
i s  s i m p l y  q.
The e q u a t i o n  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  i s :
■j^kOjPV^ + pe) = -divCpvC-^-v^+w)-v* a '+ q ]  . (V-43)
S u b t r a c t i n g  f ro m  e q u a t i o n  ( V - 4 1 ) , we o b t a i n  t h e  r e q u i r e d  
e q u a t i o n :
9 v
p T ( - | | +  v * g r a d  s)  = c r ^  -  d i v ( q - y i )  - i  g r a d  y , (V-44)
k
w h ic h  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( V - 2 1 ) .
We h av e  t h u s  o b t a i n e d  a c o m p le t e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  
o f  f l u i d  m e c h a n i c s  f o r  a m i x t u r e  o f  f l u i d s .  The number  o f  
e q u a t i o n s  i n  t h i s  s y s t e m  i s  one  more  t h a n  f o r  a s i n g l e  f l u i d ,  
s i n c e  t h e r e  i s  one  more unknown f u n c t i o n ,  n am e ly  t h e  c o n c e n ­
t r a t i o n .  The e q u a t i o n s  a r e  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y ,  t h e
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N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s ,  t h e  ' ' e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y "  f o r  
one com ponen t ,  and  e q u a t i o n  ( V - 4 4 ) , w h ic h  d e t e r m i n e s  t h e  
e n t r o p y  p r o d u c t i o n .  I t  m u s t  b e  n o t i c e d  t h a t  e q u a t i o n s  (V-38) 
and (V-44)  d e t e r m i n e  o n l y  t h e  fo rm  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
e q u a t i o n s  o f  f l u i d  d y n a m ic s ,  s i n c e  t h e y  i n v o l v e  t h e  unknown
*■>* -y
f l u x e s  i  and  q .  T h e s e  e q u a t i o n s  become d e t e r m i n a t e  o n l y
-y
when i  an d  q a r e  r e p l a c e d  by e x p r e s s i o n s  i n  t e r m s  o f  t h e  
g r a d i e n t s  o f  c o n c e n t r a t i o n  an d  t e m p e r a t u r e .
F o r  t h e  t o t a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  o f  t h e  f l u i d ,  a 
c a l c u l a t i o n ,  g i v e s  t h e  r e s u l t :
w here  t h e  v i s c o s i t y  t e r m s  a r e  o m i t t e d .
-y- -y
The d i f f u s i o n  f l u x  i  an d  t h e  h e a t  f l u x  q a r e  due  t o  
t h e  p r e s e n c e  o f  c o n c e n t r a t i o n  and  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t s  i n
—y
t h e  f l u i d .  However ,  i  d ep e n d s  n o t  o n l y  on t h e  c o n c e n t r a ­
t i o n  g r a d i e n t  and  q n o t  o n l y  on t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t ,  
b u t  e a c h  o f  t h e s e  f l u x e s  d e p e n d s  r a t h e r  on b o t h  g r a d i e n t s .
I f  t h e  c o n c e n t r a t i o n  and  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t s  a r e
~y -y
s m a l l ,  i t  c a n  b e  a s sum ed  t h a t  i  and  q a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s
-y  - y  -y- -y
o f  g r a d  p and  g r a d  T. A c c o r d i n g l y ,  i  and  q c a n  be  e x p r e s s e d  
a s  f o l l o w s :
i  = - a  g r a d  p - 3 g r a d  T ; q = - 5  g r a d  p - y g r a d  T + p i  . (V-46)
_3_
31 T
T h e re  i s  a  s i m p l e  r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  c o e f f i c i e n t s
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6 and  6, w h ic h  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  symmetry  p r i n c i p l e  
f o r  t h e  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s ,  o r  o f  t h e  O n s a g e r ' s  r e c i p r o c i t y  
r e l a t i o n s  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  I  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .
T h i s  p r i n c i p l e  s t a t e s  t h a t  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s ,  Ya^ ,  a r e  
s y m m e t r i c a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s u f f i x e s  a  and  b:
^ab  * Yba-  <V- 47)
The e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i s :
S = -I.Xa £ a , (V-48)
w here  X = - 3 S / 3 x „ .
c i  cl
Now l e t  t h e  x  b e  f u n c t i o n s  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  Then ,  a
i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  S, b e s i d e s  summing o v e r  a we m u s t  i n t e ­
g r a t e  o v e r  t h e  volume o f  t h e  s y s t e m :
S = l X ax a dV. (V-49)
a
I t  i s  u s u a l l y  t r u e  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  x & a t  an y  g i v e n  
p o i n t  d ep en d  o n l y  on  t h e  v a l u e s  o f  t h e  X a t  t h a t  p o i n t .  I nSi
t h i s  c a s e  we c a n  w r i t e  t h e  r e l a t i o n  b e tw e e n  x„ a n d  X f o ra  a
e a c h  p o i n t  i n  t h e  s y s t e m ,  and  o b t a i n  t h e  same f o r m u l a e  a s  
p r e v i o u s l y .
I n  t h e  p r o b le m  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  we t a k e  a s  t h e  x a
“fr*t h e  com ponen ts  o f  t h e  v e c t o r s  x a n d  q - px .  We c a n  s e e  t h a t
t h e  Xa a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  com ponen ts  o f  t h e  v e c t o r s  (1 /T )  *
-> •  9 - >g r a d  p and  ( 1 /T  ) g r a d  T. The k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s  y ^ a r e
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t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e s e  v e c t o r s  i n  t h e  e q u a t i o n s
l  = . a T C f f i k i i ) .  8T2 ( S % 5 ! )  , (V -50a)
5 -  Ki -  - « T ( S * S b l ) -  yt 2 ( S ^ I )  . (V-50b)
By t h e  symmetry  o f  t h e  k i n e t i c  c o e f f i c i e n t s ,  we m u s t  h av e
2
8T = 6T, o r  6 = ST. T h i s  i s  t h e  r e q u i r e d  r e l a t i o n .
We c a n  t h e r e f o r e  w r i t e  t h e  f l u x e s  i  an d  q as
-yi  = - a  g r a d  p -  3 g r a d  T , (V-51a)
q = - 8T g r a d  p -  y g r a d  T + p i , (V-51b)
w i t h  o n l y  t h r e e  i n d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s  a ,  8 ,  Y .  I t  i s  
c o n v e n i e n t  t o  e l i m i n a t e  g r a d  p f rom  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
h e a t  f l u x ,  r e p l a c i n g  i t  b y  i  an d  g r a d  T. Then we h a v e
w h ere
i  = - a  g r a d  p -  B g r a d  T ,  (V-52a)
q = ( p + B T / a ) i -  < g r a d  T ,  (V-52b)
< = y -  B2 T / a .  (V-53)
I f  t h e  d i f f u s i o n  f l u x  i  i s  z e r o ,  we hav e  p u r e  t h e r m a l  
c o n d u c t i o n .
We now c h a n g e  a ,  8 ,  and  y t o  t h e  u s u a l  v a r i a b l e s  p ,
T an d  c . We h a v e
g r a d  p = ( 3 p / 3 c )  Tg r a d  c + ( 3p / 3T)  g r a d  T + ( 3 p / 3 p )  Tg r a d  p .
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I n  t h e  l a s t  t e r m  we c an  r e p l a c e  t h e  d e r i v a t i v e  ( 3 u / 3 p )  T by
C | i
(3V /3c )_  rp, w h ere  v  i s  t h e  s p e c i f i c  vo lum e .  S u b s t i t u t i n g  i n  P > -L
e q u a t i o n  (V-52a)  and  e q u a t i o n  (V-52b) and  p u t t i n g
D = , (V-54a)
P C T ,p
pkTD/T = a ( 3 p / 3 T ) C j p + 8,  (V-54b)
k p = p ( 3 V /3 c )  T/ ( 3 y / 3 c )  T> (V -54c)
we o b t a i n :
i  = - p D [ g r a d  c + (kT/T)  g r a d  T + ( k p / p )  g r a d  p ]  , (V-55a)
q =  [ k T ( 3 y / 3 c ) p >T- T ( 3 p / 3 T ) p>c + y ] i - g r a d T ,  (V-55b)
The c o e f f i c i e n t  D i s  t h e  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  o r  
mass t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t .
The l a s t  t e r m  i n  e q u a t i o n  (V-55a)  n e e d  be  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t  o n l y  when t h e r e  i s  a  c o n s i d e r a b l e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  
i n  t h e  f l u i d  ( e . g . ,  c a u s e d  by  an  e x t e r n a l  f i e l d ) .
The c o n d i t i o n  t h a t  t h e  e n t r o p y  m u s t  i n c r e a s e  p l a c e s  
c e r t a i n  r e s t r i c t i o n s  on t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  f o r m u l a e  (V -52a)  
and ( V - 5 2 b ) . S u b s t i t u t i n g  t h e s e  f o r m u l a e  i n  t h e  e x p r e s s i o n  
f o r  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n ,  we f i n d :
I PS dV = ^ g f a d T ) 2 dv + j  dV + . . . . (V-56)
. 2
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Hence i t  i s  c l e a r  t h a t ,  b e s i d e s  t h e  c o n d i t i o n  k > 0, i t  i s  
a l s o  n e c e s s a r y  t h a t  ct > 0.  B e a r i n g  i n  mind  t h a t  t h e  d e r i v a ­
t i v e  ( 9 y / 9 c )  rp i s  a lw a y s  p o s i t i v e ,  we t h e r e f o r e  f i n d  t h a t  
P > 1
t h e  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  m u s t  be  p o s i t i v e :  D > 0.
When t h e  c o n c e n t r a t i o n  t e n d s  t o  z e r o ,  t h e  d i f f u s i o n  
c o e f f i c i e n t  t e n d s  t o  a  f i n i t e  c o n s t a n t .  The d i f f u s i o n  e q u a ­
t i o n  b e c o m e s :
9 c / 9t  = DAc. (V-57)
The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on t h e  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a ­
t i o n  a r e  d i f f e r e n t  i n  d i f f e r e n t  c a s e s .  At t h e  s u r f a c e  o f  a 
body i n s o l u b l e  i n  t h e  f l u i d  t h e  n o rm a l  component  o f  t h e  
d i f f u s i o n  f l u x  i  = -pD g r a d  c m u s t  v a n i s h ,  i . e .  we m u s t  h a v e  
9 c / 9 n  = 0 .  I f ,  h o w e v e r ,  t h e r e  i s  d i f f u s i o n  f rom  a body w h ic h  
d i s s o l v e s  i n  t h e  f l u i d ,  e q u i l i b r i u m  i s  r a p i d l y  e s t a b l i s h e d  
n e a r  i t s  s u r f a c e ,  an d  t h e  c o n c e n t r a t i o n  i n  t h e  f l u i d  a d j o i n ­
i n g  t h e  body  i s  t h e  s a t u r a t i o n  c o n c e n t r a t i o n  Cq ; t h e  d i f f u ­
s i o n  o u t  o f  t h i s  l a y e r  t a k e s  p l a c e  more  s l o w l y  t h a n  t h e  
p r o c e s s  o f  s o l u t i o n .  The b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  s u c h  a 
s u r f a c e  i s  t h e r e f o r e  c = C q .  F i n a l l y ,  i f  a  s o l i d  s u r f a c e  
a b s o r b s  t h e  d i f f u s i n g  s u b s t a n c e  i n c i d e n t  on  i t ,  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n  i s  c = 0 .
S i n c e  t h e  e q u a t i o n s  o f  p u r e  d i f f u s i o n  and  o f  t h e r m a l  
c o n d u c t i o n  a r e  o f  e x a c t l y  t h e  same form ,  we c a n  i m m e d i a t e l y  
a p p l y  a l l  t h e  f o r m u l a e  d e r i v e d  t o  t h e  c a s e  o f  d i f f u s i o n ,  
s im p l y  r e p l a c i n g  T by  c and  x hy  D. The b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
f o r  a t h e r m a l l y  i n s u l a t i n g  s u r f a c e  c o r r e s p o n d s  t o  t h a t  f o r
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an  i n s o l u b l e  s u r f a c e ,  w h i l e  a  s u r f a c e  m a i n t a i n e d  a t  a  c o n ­
s t a n t  t e m p e r a t u r e  c o r r e s p o n d s  to  a  s o l u b l e  s u r f a c e  f rom  
w hich  d i f f u s i o n  t a k e s  p l a c e .
V . 4.  Sound Wave P r o p a g a t i o n  an d  A b s o r p t i o n  
V . 4 . 1 .  G e n e r a l  E q u a t i o n s
An o s c i l l a t o r y  m o t i o n  o f  s m a l l  a m p l i t u d e  i n  a  com­
p r e s s i b l e  f l u i d  i s  a  sound  wave .  At e a c h  p o i n t  o f  t h e  f l u i d ,  
a sound  wave c a u s e s  a l t e r n a t e  c o m p r e s s i o n  an d  r a r e f a c t i o n .
S i n c e  t h e  o s c i l l a t i o n s  a r e  s m a l l ,  t h e  v e l o c i t y  v  i s  
a l s o  s m a l l ,  so t h a t  t h e  t e r m  ( v » g r a d ) v  i n  E u l e r ' s  e q u a t i o n  
may be  n e g l e c t e d .  F o r  t h e  same r e a s o n ,  t h e  r e l a t i v e  c h a n g e s  
i n  t h e  f l u i d  d e n s i t y  and  p r e s s u r e  a r e  s m a l l .  The v a r i a b l e s  
p and  p c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm :
P = Pq + P '>  p  =  P 0  +  p \  (V-58)
w h ere  Pq and  pg a r e  t h e  c o n s t a n t  e q u i l i b r i u m  d e n s i t y  and  
p r e s s u r e ,  an d  p 1 an d  p '  a r e  t h e i r  v a r i a t i o n s  i n  t h e  sound  
wave ( p '  << p g ,  p 1 << P g ) . The e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  
( n e g l e c t i n g  s m a l l  q u a n t i t i e s  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r ,  p ' ,  p 1 
and  v  b e i n g  o f  t h e  f i r s t  o r d e r ) ,  becom es :
3 p ' / 3 t  + P g d i v v  = 0.  (V-59)
E u l e r ' s  e q u a t i o n
3 v / 3 t +  ( v * g r a d ) v  = - ( l / p ) g r a d p ,  (V-60a)
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r e d u c e s ,  i n  t h e  same a p p r o x i m a t i o n ,  t o
3 v / 3 t  + ( l / p Q ) g r a d  p '  = 0. (V-60b)
The c o n d i t i o n  t h a t  t h e  p r e s e n t e d  ab o v e  l i n e a r i z e d  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  may be  a p p l i c a b l e  t o  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  
sound waves  i s  t h a t  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  f l u i d  p a r t i c l e s  i n  
t h e  wave be  s m a l l  com pared  w i t h  t h e  v e l o c i t y  o f  sound :  
v  << c .
T h e se  e q u a t i o n s  c o n t a i n  t h e  unknown f u n c t i o n s  v ,  p 1 
and p ' .  To e l i m i n a t e  one  o f  t h e s e ,  we assum e  t h a t  a  sound  
wave i n  an  i d e a l  f l u i d  i s  a d i a b a t i c .  Hence t h e  s m a l l  c h a n g e  
p 1 i n  t h e  p r e s s u r e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  s m a l l  c h a n g e  p 1 i n  t h e  
d e n s i t y  by
p '  = ( p / 3 P q ) gp ' .  (V-61)
R e p l a c i n g  p 1 a c c o r d i n g  t o  t h i s  e q u a t i o n  i n  ( V - 5 9 ) , we f i n d :  
3 p ' / 9 t  + p g ( 3 p / 3 p g ) s d i v v  = 0.  (V -62)
The two e q u a t i o n s  (V-60)  and  ( V - 6 2 ) , w i t h  t h e  unknowns v  and  
p ' ,  g i v e  a  c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n  o f  a sound  wave.
I n  o r d e r  t o  e x p r e s s  a l l  t h e  unknowns i n  t e r m s  o f  one  
o f  them ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  i n t r o d u c e  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  
by p u t t i n g  v  = g r a d  <p. From e q u a t i o n  (V-60)
p' = -p3<j>/3t, (V-63)
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w h ich  r e l a t e s  p '  a n d  <J> (we o m i t  f o r  b r e v i t y  t h e  s u f f i x  i n  
P q  and  P q ) • Then f ro m  e q u a t i o n  (V-62) i t  f o l l o w s  t h a t :
92<j>/ 3 t 2 - c 2Acf> = 0, (V-64)
w h ich  t h e  p o t e n t i a l  m u s t  s a t i s f y ;  h e r e  we h av e  i n t r o d u c e d  
t h e  n o t a t i o n
c = / ( 3 p / 9 p ) s . (V-65)
An e q u a t i o n  o f  t h e  fo rm  (V-65) i s  a  wave e q u a t i o n .  A p p ly in g  
t h e  g r a d i e n t  o p e r a t o r  t o  i t ,  we f i n d  t h a t  e a c h  o f  t h e  t h r e e  
com ponen ts  o f  t h e  v e l o c i t y  v  s a t i s f i e s  an  e q u a t i o n  o f  t h e  
same fo rm ,  and  on d i f f e r e n t i a t i n g  i t  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  we 
s e e  t h a t  t h e  p r e s s u r e  p '  ( and  t h e r e f o r e  p' )  a l s o  s a t i s f i e s  t h e  
wave e q u a t i o n .
C o n s i d e r  a so u n d  wave i n  w h ic h  a l l  q u a n t i t i e s  dep en d  
o n l y  on t h e  c o o r d i n a t e  x ,  i . e . ,  t h e  f l o w  i s  c o m p l e t e l y  homo­
g e n e o u s  i n  t h e  y z - p l a n e .  Such a wave i s  c a l l e d  a p l a n e  wave .  
The wave e q u a t i o n  becomes
d2(p/dx2 - ( l / c 2 ) 3 2 <|>/3t2 = 0. (V-66)
To s o l v e  t h i s  e q u a t i o n ,  we r e p l a c e  x and  t  by  t h e  new v a r i a ­
b l e s  £ = x  - c t ,  n = x + c t ,  so t h a t  e q u a t i o n  (V-66) becomes 
3 <J)/3n3£ = 0 .  I n t e g r a t i n g  t h i s  e q u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  £, 
we f i n d  3(J>/3n = F( r i ) ,  w h e re  F ( n )  i s  an  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  o f  
n . I n t e g r a t i n g  a g a i n ,  we o b t a i n  <£ = f-j_(5) + f 2 ( C) ,  w h e re  f^  
and  f 2  a r e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  o f  t h e i r  a r g u m e n t s .
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Thus
<t> = f - ^ ( x - c t )  + f 2 ( x + c t ) .  (V-67)
The d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  o t h e r  q u a n t i t i e s  ( p ' , p ' , v )  i n  a p l a n e  
wave i s  g i v e n  by  f u n c t i o n s  o f  t h e  same fo rm .
Thus f - ^ ( x - c t )  r e p r e s e n t s  a  t r a v e l l i n g  p l a n e  wave 
p r o p a g a t e d  i n  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  x - a x i s ,  and  
f 2 ( x + c t )  r e p r e s e n t s  a  wave p r o p a g a t e d  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c ­
t i o n .
Of t h e  t h r e e  com ponen ts  o f  t h e  v e l o c i t y  v  = g r a d  <p i n  
a p l a n e  wave ,  o n l y  v  = 3(J)/3x i s  n o t  z e r o .  Thus t h e  f l u i d
X
v e l o c i t y  i n  a  sound  wave i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  
For  t h i s  r e a s o n  sound  waves  i n  a f l u i d  a r e  s a i d  t o  be  l o n g i ­
t u d i n a l  .
I n  a  t r a v e l l i n g  p l a n e  wave,  t h e  v e l o c i t y  v  = v
X
i s  r e l a t e d  t o  t h e  p r e s s u r e  p '  and  t h e  d e n s i t y  p' i n  a  s im p l e  
m anner .  P u t t i n g  <p = f ( x - c t ) ,  we f i n d
v  = 3<j>/3x = f ' ( x - c t ) ,
and
p '  = -p3<f>/3t = p c f ' ( x - c t ) .
Comparing t h e  two e x p r e s s i o n s ,  we f i n d :
v  = p ' / p c . (V-68)
o
S u b s t i t u t i n g  p '  = c p 1, we f i n d :
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v  = p ' / p c .  (V-69)
F o r  t h e  r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  v e l o c i t y  and  t h e  t e m p e r ­
a t u r e  o s c i l l a t i o n s  i n  a  sound  wave we h a v e :
T ' = ( 3 T / 3 p ) gp f ,
and ,  u s i n g  t h e  w e l l - k n o w n  th e rm o d y n a m ic  f o r m u l a
( 3 T/ 3 p )  = ( T / c _ ) ( 3 V / 3 T ) _
b P  P
and  f o r m u l a  ( V - 6 8 ) , we o b t a i n :
T '  = C8Tv/Cp , (V-70)
w here  8 = ( 1 / V ) ( 3 V / 3 T ) p i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e r m a l  e x p a n ­
s i o n .
F o rm u la  (V-65)  g i v e s  t h e  v e l o c i t y  o f  sound  i n  t e r m s  
o f  t h e  a d i a b a t i c  c o m p r e s s i b i l i t y  o f  t h e  f l u i d .  T h i s  i s  
r e l a t e d  t o  t h e  i s o t h e r m a l  c o m p r e s s i b i l i t y  by  t h e  f o l l o w i n g  
th e rm odyna m ic  f o r m u l a :
( 3 p / 3 p ) g = (C / Cv ) ( 3 p / 3 p ) T . (V-71)
C o n s i d e r  a  m o n o c h ro m a t ic  t r a v e l l i n g  p l a n e  wave,  
p r o p a g a t e d  i n  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  x - a x i s .  I n  s u c h
a wave ,  a l l  q u a n t i t i e s  a r e  f u n c t i o n s  o f  ( x - c t )  o n l y ,  an d  so
t h e  p o t e n t i a l  i s  o f  t h e  form
<}> = Re{A e x p [ - i c o ( t - x / c )  ] } , (V-72)
w here  A i s  t h e  com plex  a m p l i t u d e ,  A = a e l a  w i t h  r e a l  c o n s t a n t s
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a and  a h e n c e :
<j> -  a  c o s ( w x / c - u t + a )  , (V-73)
w here  t h e  c o n s t a n t  a  i s  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  wave ,  and  t h e
a rg u m en t  o f  t h e  c o s i n e  i s  t h e  p h a s e .  I f  n  i s  a  u n i t  v e c t o r  i n
t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n ,  t h e  wave v e c t o r  i s :
£  = ( to /c )n  = ( 2 T r / A ) n  (V-74)
T h u s :
<f> = Re{A e x p [ i ( k ‘r -co t )  ] }. (V-75)
The e x i s t e n c e  o f  v i s c o s i t y  and  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  
w h ich  r e s u l t s  i n  t h e  d i s s i p a t i o n  o f  e n e r g y  i n  sound  waves 
b r i n g s  a b o u t  t h e  f a c t  t h a t  t h e  sound  i s  c o n s e q u e n t l y  a b s o r b e d ,  
i . e .  i t s  i n t e n s i t y  p r o g r e s s i v e l y  d i m i n i s h e s .  The r a t e  o f  
e n e r g y  d i s s i p a t i o n ,  Emeck> can  be e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s .  The 
m e c h a n i c a l  e n e r g y  i s  t h e  maximum amount o f  work  t h a t  c a n  be 
done i n  p a s s i n g  f rom  a g i v e n  n o n - e q u i l i b r i u m  s t a t e  t o  one 
o f  th e rm odyna m ic  e q u i l i b r i u m .  T h i s  maximum work may be 
o b t a i n e d  when t h e  t r a n s i t i o n  i s  r e v e r s i b l e  ( i . e .  w i t h o u t  
change  o f  e n t r o p y ) , and  i s  t h e n  Emeck = Eq -  E ( S ) ,  w h e re  Eg 
i s  t h e  g i v e n  i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  e n e r g y ,  and  E(S)  i s  t h e  
e n e r g y  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  s t a t e  w i t h  t h e  same e n t r o p y  S a s  
t h e  s y s t e m  had  i n i t i a l l y .  D i f f e r e n t i a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  
t i m e ,  we o b t a i n  Emec^  = E(S)  = - ( 3 E / 3 S ) S .  The d e r i v a t i v e  o f  
t h e  e n e r g y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e n t r o p y  i s  t h e  t e m p e r a t u r e .
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Hence 3E/3S i s  t h e  t e m p e r a t u r e  w h ic h  t h e  s y s t e m  w ou ld  h a v e  
i f  i t  w e re  i n  th e rm o d y n am ic  e q u i l i b r i u m  ( w i t h  t h e  g i v e n  
v a l u e  o f  t h e  e n t r o p y ) .  D e n o t i n g  t h i s  t e m p e r a t u r e  by  Tq , we 
t h e r e f o r e  h av e  Emech = -T QS.
U s in g  t h e  e x p r e s s i o n  (V-29) f o r  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  




+ 9 I f  3vi 3vk 2 3v/C g r a d T ) 2 d v 4 n  < l  +  dV
J k  i  I
( d i v v )  dV. (V-76)
L e t  t h e  x - a x i s  be i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f
t h e  sound  wave.  Then v, = v nc o s  (kx-oot) , v  = v  = 0 .  Thex (J y z
l a s t  two t e r m s  i n  e q u a t i o n  (V-76) g i v e :
- 4 n + c )
3v
^ p )  dV = - k 2 4 n + c ) v Q2 s i n  (k x -a j t )d V .  (V-77)
T a k in g  t h e  t i m e  a v e r a g e ,  we h a v e :
-k2 (^-n+c) • ^o^O’ (V-78)
w here  Vg i s  t h e  volxame o f  t h e  f l u i d .
The d e v i a t i o n  T ' o f  t h e  t e m p e r a t u r e  i n  t h e  sound  
wave f rom i t s  e q u i l i b r i u m  v a l u e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  v e l o c i t y  
by f o r m u l a  ( V - 7 0 ) , so t h a t  t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t  i s :
3T/ 3x = (BcT/C ) 3 v / 3 x  = - (BCT/C ) v Qk s i n ( k x - w t ) . (V-79)
Jr H
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F o r  t h e  t i m e  a v e r a g e  o f  t h e  f i r s t  t e r m  i n  e q u a t i o n  (V-76)  
we o b t a i n :
■<c2TB2v 0 2k 2V0/ 2 c p 2
U sing  t h e  w e l l - k n o w n  th e rm o d y n a m ic  f o r m u l a e
cp- c v = TB2 ( 9 p / 9 p ) T = TB2 (Cv /Cp ) ( 9 p / 9 p ) s = TB2 C2Cv / c p ,
(V-80)
we can  r e w r i t e  t h i s  e x p r e s s i o n  a s
4 . c C i / c v - i / e p ) k 2v 02v 0 .
C o l l e c t i n g  t h e  ab o v e  r e s u l t s ,  we f i n d  t h e  mean v a l u e  
o f  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n :
8mech (V' 81)
The t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  sound  wave i s
E = ( V " 8 2 )
A sound  wave i s  p r o p a g a t e d  t h r o u g h  a  f l u i d ,  an d  i t s  
i n t e n s i t y  d e c r e a s e s  w i t h  t h e  d i s t a n c e  x t r a v e r s e d .  I t  h a s  
b e e n  s t a t e d ^ ^  t h a t  t h i s  d e c r e a s e  o c c u r s  a c c o r d i n g  t o  a law  
e a n ^ t k e a m p l i t u d e  d e c r e a s e s  a s  e~YX, w h ere  t h e
a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  y i s  d e f i n e d  by
T -  " W / 2 c E - <v - 8 3 >
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I t  w i l l  be  shown, h o w e v e r ,  t h a t  t h i s  r e s u l t ,  i n  g e n e r a l ,  
c a n n o t  be  a p p l i e d  a s  i n t e n d e d .
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  sound  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  
may be o b t a i n e d :
c o e f f i c i e n t  d e t e r m i n e d  by  i t  i s  s m a l l :  t h e  a m p l i t u d e  m u s t
d e c r e a s e  r e l a t i v e l y  l i t t l e  o v e r  d i s t a n c e s  o f  t h e  o r d e r  o f  a  
w a v e l e n g t h  ( i . e .  we m u s t  h a v e  yc/to << 1 ) .  The ab o v e  d e r i v a ­
t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  f o u n d e d  on  t h i s  a s s u m p t i o n ,  s i n c e  t h e  
e n e r g y  d i s s i p a t i o n  was c a l c u l a t e d  by  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  
an  undamped sound  wave .  A d i f f e r e n t  a p p r o a c h  w i l l  be  p r e ­
s e n t e d  l a t e r  i n  t h i s  s e c t i o n  w h ic h  h a s  p r o v e n  t o  g i v e  more 
g e n e r a l  and  a c c u r a t e  r e s u l t s  f o r  c a l c u l a t i n g  y.
F o r  a b s o r p t i o n  o f  s o u n d ,  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  
wave number  and  t h e  f r e q u e n c y  c a n  be  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :
c o e f f i c i e n t  y = aui .
F o r  c o n v e n t i o n a l  a c o u s t i c  a n a l y s i s  t h e  m ass  d e n s i t y  
and  p r e s s u r e  a r e  a s sum ed  t o  f l u c t u a t e  so r a p i d l y  t h a t  no 
h e a t  t r a n s f e r  o c c u r s ,  and  t h e  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  i s  as sum ed
S u b s t i t u t i n g  h e r e  e q u a t i o n  (V-81) an d  ( V - 8 2 ) , t h e
y I  ( j n + ? ) +  ( c ” — ) (V-84)
T h i s  f o r m u l a  i s  a p p l i c a b l e  so l o n g  a s  t h e  a b s o r p t i o n
k = oo/c + iaoo (V-85)
2
w here  a d e n o t e s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  oj i n  t h e  a b s o r p t i o n
2
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t o  be  t h e r m o d y n a m i c a l l y  u n i m p o r t a n t .  The f l u c t u a t i o n  p r o c e s s  
i s  t h e n  a p p r o x i m a t e l y  a d i a b a t i c  and  r e v e r s i b l e ,  and  t h u s  
i s e n t r o p i c .  The th e rm o d y n a m ic s  o f  t h e  p r o c e s s  r e s u l t s  i n  
t h e  i s e n t r o p i c  s p e e d  o f  sound  r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  mass  
d e n s i t y  and  p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n s ,
p ( r , t )  = ( 0 )  p ( r , t )  = c^p ( r , t )  . (V-86)
T h i s  i s e n t r o p i c  f l u c t u a t i o n  p r o c e s s  e q u a t i o n  p r o v i d e s  t h e  
i n f o r m a t i o n  n e c e s s a r y  t o  s u p p le m e n t  t h e  l o n g i t u d i n a l  momentum 
e q u a t i o n  i n  o r d e r  t o  d e r i v e  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  mass  
d e n s i t y  an d  p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n s . Bo th  f l u c t u a t i o n s  obey  t h e  
same f i e l d  e q u a t i o n ,
[ . 4 + ( ^ ) 1 v 2 +  4 f 2 ]
at p a
p ( r , t )  
p ( r  , t )
= 0, (V-87)
w h ich  r e p r e s e n t s  v i s c o u s  damped p r o p a g a t i o n  a t  a  s p e e d  c-  ^
w i t h  a  l o n g i t u d i n a l  v i s c o u s  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  d e f i n e d  a s ,
d l  = (V-88)
The t im e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  f i e l d  e q u a t i o n  f o r  m ass  d e n s i t y  
a l l o w s  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  m ass  d e n s i t y  t o  be  r e p l a c e d  
by t h e  d i v e r g e n c e  o f  t h e  v e l o c i t y  v i a  t h e  m ass  d e n s i t y  c o n ­
s e r v a t i o n  e q u a t i o n  and  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  f i e l d  
e q u a t i o n  f o r  t h e  v e l o c i t y  d i v e r g e n c e :
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[ - - x  +  Dl ^ V 2 + c | v 2 ] V-vL ( r , t )  = 0.  (V-89)
S in c e  t h e  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  c o n t r i b u t e s  
e n t i r e l y  t o  t h e  v e l o c i t y  d i v e r g e n c e  f l u c t u a t i o n ,  t h e y  b o t h
obey t h e  same f i e l d  e q u a t i o n .  T h i s  f i e l d  e q u a t i o n  i s  i d e n t i ­
c a l  t o  t h a t  w h ic h  g o v e r n s  t h e  mass d e n s i t y  f l u c t u a t i o n  and  i n  
t h i s  c a s e  a l s o  g o v e r n s  t h e  p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n :
[ - ^ 4  + DL ^ V 2 + c^ V2 ] v L ( r , t )  = 0.  (V-90)
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The f i e l d  e q u a t i o n s  f o r  t h e  t r a n s v e r s e  and  l o n g i t u ­
d i n a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n s  h av e  b e e n  d e r i v e d  s e p a r a t e l y ,  
h e n c e  t h e  i n f o r m a t i o n  a s  t o  how t h e  two com ponen ts  r e l a t e  
and  fo rm  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  h a s  b e e n  l o s t .  F o r  
t h i s  i n f o r m a t i o n  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e r i v e  t h e  f i e l d  e q u a t i o n  
f o r  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n .  The p r e s s u r e  and  mass  
d e n s i t y  f l u c t u a t i o n s  a r e  r e l a t e d  by  t h e  i s e n t r o p i c  s p e e d  o f  
sound ,  t h u s  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  t e r m  i n  t h e  v e c t o r i a l  
momentum d e n s i t y  e q u a t i o n  may be  r e p l a c e d  by c 2 V p ( r , t ) .
The t i m e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  momentum e q u a t i o n  a l l o w s  t h i s  
mass  d e n s i t y  t e r m  t o  be  r e p l a c e d  by a v e l o c i t y  d i v e r g e n c e  
t h r o u g h  t h e  m ass  d e n s i t y  e q u a t i o n  and  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  
f i e l d  e q u a t i o n  f o r  t h e  v e c t o r i a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n :
2
[ -  J T  + DT i E V2 + (Dl -Dt ) ^ V V  . + c2 VV • ]  v ( r , t )  = 0.  (V-91)
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T h is  f i e l d  e q u a t i o n  c o n t a i n s  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  p r e v i o u s l y  
d e r i v e d  f o r  t h e  v e l o c i t y  s i n c e  t a k i n g  i t s  c u r l  y i e l d s  t h e  
f i e l d  e q u a t i o n s -  f o r  t h e  v o r t i c i t y  an d  t h e  t r a n s v e r s e  
v e l o c i t y ,  and t a k i n g  i t s  d i v e r g e n c e  y i e l d s  t h e  f i e l d  e q u a ­
t i o n s  f o r  t h e  v e l o c i t y  d i v e r g e n c e  and  t h e  l o n g i t u d i n a l  
v e l o c i t y .  I n  a d d i t i o n ,  t h i s  v e c t o r i a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  
f i e l d  e q u a t i o n  r e l a t e s  t h e  t r a n s v e r s e  and l o n g i t u d i n a l  com­
p o n e n t s  o f  v e l o c i t y .
V . 4 . 2 .  F l u c t u a t i o n s  i n  F l u i d
A n a l y s i s  o f  f l u c t u a t i o n s  o f  d e n s i t y ,  t e m p e r a t u r e ,  
v e l o c i t y  e t c .  a t  e a c h  p o i n t  i n  a  f l u i d  a t  r e s t  c a n  be  made 
by means o f  th e r m o d y n a m ic s ,  f o r  t h o s e  a r e  f l u c t u a t i o n s  i n  
t h e r m a l  e q u i l i b r i u m .
A p r o b le m  i n  t h e  f l u i d  d y n a m ic s ,  ho w ev er ,  i s  t h a t  o f  
t h e  t im e  c o r r e l a t i o n s  i n  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e s e  q u a n t i ­
t i e s ,  an d  o f  f l u c t u a t i o n s  i n  a  f l u i d  i n  m o t i o n .  The a n a l y s i s  
o f  t h e s e  p r o b le m s  m u s t  c o n s i d e r  t h e  d i s s i p a t i v e  p r o c e s s e s  
( v i s c o s i t y  and  t h e r m a l  c o n d u c t i o n )  i n  t h e  f l u i d .
The e q u a t i o n s  o f  f l u i d  dynam ics  a r e  u s u a l l y  g i v e n  i n  
t h e  fo rm :




w i t h o u t  any  s p e c i f i c  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s t r e s s  t e n s o r  
o r  t h e  h e a t  f l u x  v e c t o r  a .  They s i m p l y  e x p r e s s  t h e  c o n s e r ­
v a t i o n  o f  m ass , ,  momentum an d  e n e r g y  i n  t h e  moving f l u i d .
They a r e  t h e r e f o r e  v a l i d  i n  t h i s  fo rm  f o r  an y  m o t i o n ,  
i n c l u d i n g  f l u c t u a t i n g  c h a n g e s  i n  t h e  s t a t e  o f  t h e  f l u i d .
I n  t h a t  c a s e  p, p ,  v ,  e t c .  m u s t  b e  u n d e r s t o o d  a s  t h e  sums o f  
t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  q u a n t i t i e s  i n  t h e  m a in  m o t i o n  
o f  t h e  f l u i d  and  t h e i r  f l u c t u a t i o n s ,  and  t h e  e q u a t i o n s  c a n ,  
be l i n e a r i z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  l a t t e r .
The g e n e r a l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s t r e s s  t e n s o r  and  
f o r  t h e  h e a t  f l u x  r e l a t e  t h e s e  q u a n t i t i e s  t o  t h e  v e l o c i t y  
and  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t s  r e s p e c t i v e l y .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  
f l u c t u a t i o n s ,  h o w ev e r ,  t h e r e  a r e  a l s o  s p o n t a n e o u s  l o c a l  
s t r e s s e s  an d  h e a t  f l u x e s  i n  t h e  f l u i d ,  w h ic h  a r e  n o t  r e l a t e d  
t o  t h e  v e l o c i t y  an d  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t s ;  t h e s e  a r e  d e n o t e d  
by s ^  an d  g ,  an d  a r e  random q u a n t i t i e s .  Thus we c a n  w r i t e :
3v.  3v, 9 3v p 3v „
°ik * “ " ^  + ‘I 5 ik + ' 4 ik + sik' <V'95a>
q = - K g r a d T  + g .  (V-95b)
The p r o b le m  i s  now t o  e s t a b l i s h  f o r  s ^  and  g t h e i r  
mean s q u a r e s  and  t h e  c o r r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e i r  v a l u e s  a t  
v a r i o u s  p o i n t s  i n  t h e  f l u i d  a t  v a r i o u s  i n s t a n t s .  T h i s  can  
be done by  means o f  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a e  o f  f l u c t u a t i o n  t h e o r y ,  
F o r  s i m p l i c i t y ,  we s h a l l  assume n o n - q u a n t i z e d  f l u c t u a t i o n s
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w hich  a r e  u s u a l  i n  f l u i d  m e c h a n i c s ,  an d  s u p p o s e  t h a t  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  v i s c o s i t y  an d  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  a r e  i n d e ­
p e n d e n t  o f  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s ,  i . e .  do n o t  
e x h i b i t  d i s p e r s i o n .
x^ ,  X2 , . . . ,  we h a v e  a  c o n t i n u o u s  s e r i e s  ( t h e  v a l u e s  o f  p, 
p ,  v ,  . . .  a t  e v e r y  p o i n t  i n  t h e  f l u i d ) . We s h a l l  e v a d e  t h i s  
u n i m p o r t a n t  d i f f i c u l t y  i n  a  p u r e l y  f o r m a l  m a n n e r ,  b y  d i v i d i n g  
t h e  volume o f  t h e  f l u i d  i n t o  s m a l l  b u t  f i n i t e  p o r t i o n s  AV 
and t a k i n g  some mean v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  i n  e a c h  p o r t i o n ;  
t h e  p a s s a g e  t o  i n f i n i t e s i m a l  p o r t i o n s  w i l l  b e  made i n  t h e  
f i n a l  f o r m u l a e .
The random q u a n t i t i e s  s ^  and  g a r e  t h e n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
q u a n t i t i e s  y :
a
I n s t e a d  o f  d i s c r e t e  s e r i e s  o f  f l u c t u a t i n g  q u a n t i t i e s
We may w r i t e :
* - £ Ya b Xb +  y a - (V-96)
where  x a a r e  t h e  co m ponen ts  o f  t h e  t e n s o r  an d  o f  t h e  
v e c t o r  q i n  e a c h  p o r t i o n  AV:
(V-97)
(V -98
The m ean ing  o f  Xa i s  f o u n d ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  g e n e r a l  r u l e s ,  
by  u s i n g  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  t o t a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n ,  S,
197




( f o r  s ^ k = 0 ,  g = 0) o r ,  r e p l a c i n g  t h e  i n t e g r a l  by  a  sum 
o v e r  t h e  p o r t i o n s  AV:
S = I
3v,
a i k ( ! Z i + H i S )  - S L g r a d T~  Civ / o~2T“k3xk ' dx± AV, (V-100)
We m ust  a l s o  h a v e  S = - X x  . S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (V-97)
3. &
and c o m p a r in g  w i t h  e q u a t i o n  ( V - 1 0 0 ) , we f i n d  t h a t  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  q u a n t i t i e s  X a r e :cl
3 v . 3v-
Xa  " ' i ^ 3 x k + 3xi  ^ AV’
1 J 1 1
T2" 8xi
AV. (V-101)
One c an  now f i n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  Ya ^ ,  w h ic h  g i v e  t h e  
r e q u i r e d  c o r r e l a t i o n s  by
= (Yab+Yb a ) 5 ( t l - t 2 ) ‘ (V' 102
The a v e r a g i n g  i s  h e r e  t a k e n  i n  t h e  u s u a l  s t a t i s t i c a l  s e n s e ,  
i . e .  we a v e r a g e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p r o b a b i l i t i e s  o f  a l l  
v a l u e s  w h ic h  t h e  q u a n t i t i e s  c a n  hav e  a t  t h e  i n s t a n t s  t ^  and  
t 2 ; i t  c a n  a l s o  be w r i t t e n  a s  an  a v e r a g e  w i t h  r e s p e c t  t o  t-^ 
o r  t 2  f o r  a  g i v e n  d i f f e r e n c e  t-^ -  t 2 -
We n o t e  t h a t  f o r m u l a  (V-95)  c o n t a i n s  no t e r m s  w h ic h
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would r e l a t e  t o  t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i e n t ,  o r  q t o  t h e  
v e l o c i t y  g r a d i e n t .  T h i s  means t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o ­
e f f i c i e n t s  a r e  z e r o ,  and  by  (V-102)  we h a v e :
< s i k ^ l , t : l ^ s £ ^ 2 ’ t l )>  = (V-103)
i . e .  t h e  v a l u e s  o f  s ^ k an d  g^  a r e  e n t i r e l y  u n c o r r e l a t e d  (r-^ 
and ? 2  b e i n g  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r s  o f  two p o i n t s  i n  t h e  f l u i d )  
N e x t ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  r e l a t i n g  t o  t h e  v a l u e s  o f
o
(1 /T  ) ( 9 T / 9 x k )AV a r e  z e r o  i f  t h e s e  two q u a n t i t i e s  a r e  t a k e n
2
i n  d i f f e r e n t  v o lu m es  AV, and  kT 6 AV i f  t h e  same vo lum e 
i s  i n v o l v e d .  Hence we hav e
<gi ( r 1 , t 1 ) g k ( r 2 , t 2 ) = 0  i f  v 1 £ ? 2 , (V-104a)
2
t 1 ) g k ( r 2 , t 2 )> = ^ - (Si k (S( 1:i - t 2^ ■ (V-104b)
P a s s i n g  t o  t h e  l i m i t  AV ■* 0 ,  we c an  e v i d e n t l y  w r i t e  b o t h  
t h e s e  f o r m u l a e  t o g e t h e r  a s
<gi ( r 1 , t 1 ) g k ( r 2 , t 2)> = 2<T2 6i k 6 ( t 1 - t 2 ) 6 ( r 1 - r 2 ) . (V-105)
F i n a l l y ,  we c a n  s i m i l a r l y  o b t a i n  f o r m u l a e  f o r  t h e  
c o r r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e  com ponen ts  o f  t h e  random s t r e s s  t e n s o r :
- <V -106>
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T h e se  f o r m u l a e  c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  t h e  
F o u r i e r  t i m e  com p o n en ts  o f  t h e  q u a n t i t i e s  i n v o l v e d .  The 
F o u r i e r  component  o f  t h e  f l u c t u a t i n g  q u a n t i t y  x  ( t )  i sa
d e f i n e d  as
x a ( t ) e ia3td t ,  x a ( t )  = x  e " ia ) tdw. (V-107) aw
F o r  t h e  co m ponen ts  yaa) and  ybw t h u s  d e f i n e d  we h av e
^ a ^ b o ; ^  = ( l /2 7 r ) (Y ab+yb a ) 6 ( w + w ' ) e .  (V-108)
Thus ,  r e p l a c i n g  by  ( 1 / 2tt) 6 (w+w 1) , we o b t a i n :
’  °> (V-109)
■ ^ l k 5 ( 5 r ? 2 ) « («.+«.■). (V-110)
- (T/iO[n(«i£6ta+SlmSk£)+U-fl>SikSta]S(V ?2)S(“'ho') '
( V - l l l )
The g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e s e  f o r m u l a e  t o  t h e  c a s e  o f  q u a n t i z e d  
f l u c t u a t i o n s  i s  made by  s im p l y  i n c l u d i n g  a f a c t o r  (hw/2T) 
c o th ( h w /2 T )  on t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  f o r m u l a e  ( V - 1 0 9 ) - 
( V - l l l ) . When t h e  v i s c o s i t y  an d  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  e x h i b i t  
d i s p e r s i o n ,  y M, £, < a r e  com plex  f u n c t i o n s  o f  t h e  f r e q u e n c y .  
The c o r r e s p o n d i n g  g e n e r a l i z a t i o n  may be  made by  r e p l a c i n g
u" ,  c , k by  t h e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  f u n c t i o n s  y " (o j ) ,  ?(co),  < ( 03) .
Homogeneous d i f f e r e n t i a l  f i e l d  e q u a t i o n s  w h ic h  g o v e r n  
a  s i n g l e  f l u c t u a t i o n  e a c h  may be  u s e d  t o  d e v e l o p  t h e  i n i t i a l  
v a l u e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  when t h e  i n i t i a l  s t a t e  i s  d e f i n e d  by 
t h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  f l u c t u a t i o n  an d  i t s  t im e  d e r i v a t i v e s
The f i e l d  e q u a t i o n s  f o r  a  s i n g l e  g e n e r a l  f l u c t u a t i o n ,  
x ,  i n  s p a c e  and  t i m e  domain a r e  o f  t h e  homogeneous fo rm ,
L ( r , t ) x ( r , t )  = 0.  (V-112)
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  a l g e b r a i c  e q u a t i o n  w i t h  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  f o r c i n g  t e r m s  t h e  f i e l d  e q u a t i o n  may b e  H i l b e r t  
t r a n s f o r m e d  t o  wavenumber  and  com plex  f r e q u e n c y  domain 
r e s u l t i n g  i n :
L(ic, z)  x( lc ,  z) = L ( i c , z , t = 0 )  x ( l c , t = 0 ) .  (V-113)
The i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r c i n g  i s  r e p r e s e n t e d  by  a n  o p e r a t o r ,  
w h ich  i s  a l g e b r a i c  i n  wavenumber  and  com plex  f r e q u e n c y  b u t  
a l s o  i n c l u d e s  t im e  d e r i v a t i v e s  e v a l u a t e d  a t  t h e  i n i t i a l  t i m e ,  
o p e r a t i n g  on t h e  i n i t i a l  wavenumber  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
f l u c t u a t i o n .  I n  g e n e r a l  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r c i n g  may 
be  ex p an d ed  i n  t e r m s  o f  i n i t i a l  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
f l u c t u a t i o n  r e s u l t i n g  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r c e d  f i e l d  e q u a t i o n  
form:
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w here  t h e  h i g h e s t  o r d e r  o f  t i m e  d e r i v a t i v e  i n  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  i s  one  l e s s  t h a n  t h e  h i g h e s t  o r d e r  o f  t i m e  d e r i v a ­
t i v e  i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  o f  t h e  homogeneous e q u a t i o n  
(V -112) .
S i n c e  a l l  i n i t i a l  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  f l u c t u a t i o n  
t h a t  a r e  e x h i b i t e d  i n  e q u a t i o n  (V-119) a r e  r e q u i r e d  t o  s p e c i f y  
t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m ,  e a c h  may be  c o n s i d e r e d  a s  an  
i n d e p e n d e n t  f o r c i n g .  The r e s p o n s e  t o  a  p a r t i c u l a r  i n i t i a l  
f o r c i n g  t e r m  w i t h  t h e  i n i t i a l  s t a t e  s p e c i f i e d  i n  t h i s  m anner  
i s  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n  w h ic h  may be 
e v a l u a t e d  by  a p p l y i n g  K u b o ' s  f o r m u l a :
G < i U )  -  G(ic,aj=0) -  l i m  i z  R e sp o n se  (6 .  z )  ( v _ i 15)
z+w F o r c i n g  ( lc , t= 0 )
Thus t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n  d e p e n d s  on t h e  
s p e c i f i c  r e s p o n s e ,  i n i t i a l  f o r c i n g  t e r m ,  and  t h e  m anner  i n  
w h ic h  t h e  i n i t i a l  s t a t e  was s p e c i f i e d .  S p e c i f i c  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  w i l l  be  d e n o t e d  by  s u b s c r i p t s ,  a s  
f o l l o w s :
^ r e s p o n s e ,  f o r c i n g ,  o t h e r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ’
(V-116)
F or  ex am p le  t h e  r e s p o n s e  o f  x  t o  an  i n i t i a l  c o n d i t i o n  
o f  x when a l l  i n i t i a l  t i m e  d e r i v a t i v e s  a r e  z e r o  i s  r e l a t e d  t o  
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:
202
G. (k,w =0) -  iwx x x x . . . x x x x . . . x ( k , t = 0 )  L(k,u>)
(V-117)
w here  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a t  z e r o  f r e q u e n c y  i s  s i m p l y  t h e  
r a t i o  o f  t h e  s t a t i c  r e s p o n s e  t o  t h e  i n i t i a l  f o r c i n g  c o n d i t i o n ,  
and  t h e  r a t i o  o f  r e s p o n s e  t o  i n t i t i a l  f o r c i n g  i s  e v a l u a t e d  
f rom  e q u a t i o n  ( V - 1 1 4 ) , when a l l  o t h e r  i n i t i a l  f o r c i n g  t e r m s  
a r e  z e r o .  S i m i l a r l y  t h e  r e s p o n s e  o f  x  t o  a  f i r s t  t i m e  
d e r i v a t i v e  i n i t i a l  f o r c i n g  t e r m ,  x ,  i s  r e l a t e d  t o  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a s  f o l l o w s :
The s t a t i c ,  z e r o  f r e q u e n c y ,  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  t h e  r e s p o n s e  
o f  a f l u c t u a t i o n  t o  an y  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  t h a t  f l u c t u a t i o n  
m us t  be  e q u a l  t o  z e r o  s i n c e  a c o n s i d e r a t i o n  o f  one  t i m e  
d e r i v a t i v e  f o r c i n g  t e r m  r e q u i r e s  t h a t  a l l  o t h e r  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s ,  i n c l u d i n g  t h e  f l u c t u a t i o n  i t s e l f ,  b e  e q u a l  t o  
z e r o .
V. 4 . 3 .  E n e rg y  an d  Momentum
G.x x x x . . . ( I t ,  co) =  G
1 2The e n e r g y  i n  u n i t  vo lum e o f  t h e  f l u i d  i s  pe +  ^ p v  • 
We now s u b s t i t u t e  p = p g + p ' ,  e = £ g  + e ' ,  w h e re  t h e
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p r im e d  l e t t e r s  d e n o t e  t h e  d e v i a t i o n s  o f  t h e  r e s p e c t i v e  q u a n ­
t i t i e s  f rom  t h e i r  v a l u e s  when t h e  f l u i d  i s  a t  r e s t .  The t e r m
1 2^ p ' v  i s  a q u a n t i t y  o f  t h e  t h i r d  o r d e r .  Hence ,  i f  we t a k e  
o n l y  t e r m s  up t o  t h e  s e c o n d  o r d e r ,  we h a v e
p0e 0 +  p ’ T ^ i  +  2 (>,2 i 7 £ t i  +  2 pOv 2 - ( V - 1 1 9 )
u  p 0
The d e r i v a t i v e s  a r e  t a k e n  a t  c o n s t a n t  e n t r o p y ,  s i n c e  t h e
sound  wave i s  a d i a b a t i c .  From t h e  th e rm o d y n am ic  r e l a t i o n
o
de = T ds  -  pd  V = T ds  + ( p / p ) dp , we h a v e :
[ 3 ( p e ) / 9 p ] g =  e  +  p / p  =  w ,
and t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  i s
[ 9 2 ( p e ) / 9 p ] g =  ( 9 w / 9 p ) g =  ( 9 w / 9 p ) g ( 9 p / 9 p ) g =  c 2 / p
Thus t h e  e n e r g y  i n  u n i t  vo lume o f  t h e  f l u i d  i s
P q £ q  +  W q P ' +  W q P ' +  2 c 2 / p  +  ? p0v 2 ,  (V-120)
The f i r s t  t e r m  ( pq£q) i n  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  t h e  e n e r g y  
i n  u n i t  vo lum e when t h e  f l u i d  i s  a t  r e s t ,  and  does  n o t  r e l a t e  
t o  t h e  sound  wave .  The s e c o n d  t e r m  (WqP 1) i s  t h e  c h a n g e  i n  
e n e r g y  due  t o  t h e  c h a n g e  i n  t h e  m ass  o f  f l u i d  i n  u n i t  vo lum e .  
T h i s  t e r m  d i s a p p e a r s  i n  t h e  t o t a l  e n e r g y ,  w h ic h  i s  o b t a i n e d  
by i n t e g r a t i n g  t h e  e n e r g y  o v e r  t h e  w ho le  vo lume o f  t h e  f l u i d :  
s i n c e  t h e  t o t a l  m ass  o f  f l u i d  i s  u n c h a n g e d ,  we h a v e
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j  p dV = |  Pq dV, o r p '  dV = 0 .
Thus t h e  t o t a l  c h a n g e  i n  t h e  e n e r g y  o f  t h e  f l u i d  c a u s e d  by  
t h e  sound  wave i s  g i v e n  by  t h e  i n t e g r a l :
(£poV2 + £ c 2 p ' 2 / p 0 ) d v . (V-121)
The i n t e g r a n d  may b e  r e g a r d e d  a s  t h e  d e n s i t y  E o f  sound  
e n e r g y :
E = | p 0v 2 + ^ c 2 p , 2 / Pq . (V-122)
T h i s  e x p r e s s i o n  t a k e s  a  s i m p l e r  fo rm  f o r  a  t r a v e l l i n g  
p l a n e  wave.  I n  s u c h  a  wave p 1 = Pq v / c , an d  t h e  two t e r m s  i n  
e q u a t i o n  (V-123) a r e  e q u a l ,  so t h a t
E = P q V 2 . (V-123)
I n  g e n e r a l  t h i s  r e l a t i o n  d o e s  n o t  h o l d .  A s i m i l a r  f o r m u l a  
can  b e  o b t a i n e d  o n l y  f o r  t h e  t i m e  a v e r a g e  o f  t h e  t o t a l  sound  
e n e r g y .  I t  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f rom  a w e l l - k n o w n  g e n e r a l  
t h e o re m  o f  m e c h a n i c s , t h a t  t h e  mean t o t a l  p o t e n t i a l  e n e r g y  
o f  a  s y s t e m  e x e c u t i n g  s m a l l  o s c i l l a t i o n s  i s  e q u a l  t o  t h e  mean 
t o t a l  k i n e t i c  e n e r g y .  S i n c e  t h e  l a t t e r  i s :
pQV^dV, (V-124)
we f i n d  t h a t  t h e  mean t o t a l  sound  e n e r g y  i s
C o n s i d e r  some vo lum e o f  a  f l u i d  i n  w h ic h  sound  i s
p r o p a g a t e d .  The e n e r g y  f l u x  d e n s i t y  i n  t h e  f l u i d  i s  
+ i  2  2
pv(^-v + w).  The t e r m  i n  v  , w h ic h  i s  o f  t h e  t h i r d  o r d e r  can
be  n e g l e c t e d .  Hence t h e  mean e n e r g y  f l u x  d e n s i t y  i n  t h e
sound  wave i s  <pwv>. S u b s t i t u t i n g  w = Wq +  w ' , we hav e
<pwv> = <WQpv> + <pw'v>.  F o r  a  s m a l l  c h a n g e  w' i n  t h e  h e a t
f u n c t i o n  we h a v e  w 1 = (9w/9p)  p ' .  S i n c e  (9w/9p)  = 1 / p ,s s
-y. ^
i t  f o l l o w s  t h a t  w' = p ' / p ,  an d  <pwv> = <wgpv> + < p ’v> .  The 
t o t a l  e n e r g y  f l u x  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  i n  q u e s t i o n  i s  t h e  
i n t e g r a l :
o ( w g < p v >  + < p ' v >  • d f .  (V-126)
However,  s i n c e  t h e  t o t a l  q u a n t i t y  o f  f l u i d  i n  t h e  volume c o n ­
s i d e r e d  i s  u n c h a n g e d  on t h e  a v e r a g e ,  t h e  t i m e  a v e r a g e  o f  t h e  
mass  f l u x  t h r o u g h  t h e  c l o s e d  s u r f a c e  m u s t  be z e r o .  Hence t h e  
e n e r g y  f l u x  i s  s i m p l y
o<p v> • d f .
We s e e  t h a t  t h e  mean sound  e n e r g y  f l u x  i s  r e p r e s e n t e d  by  t h e  
v e c t o r
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I t  i s  e a s y  t o  v e r i f y  t h a t  t h e  r e l a t i o n
3 E / 3 t  +  d i v ( p ' v )  = 0 (V -I28 )
h o l d s .  I n  t h i s  fo rm  t h e  e q u a t i o n  g i v e s  t h e  law  o f  c o n s e r v a ­
t i o n  o f  t h e  sound  e n e r g y ,  w i t h  t h e  v e c t o r  q = p v  t a k i n g  t h e  
p a r t  o f  t h e  so u n d  e n e r g y  f l u x .  Thus t h e  e x p r e s s i o n  i s  v a l i d  
n o t  o n l y  f o r  t h e  mean f l u x  b u t  a l s o  f o r  t h e  f l u x  a t  any  
i n s t a n t .
I n  a  t r a v e l l i n g  p l a n e  wave t h e  p r e s s u r e  v a r i a t i o n  i s  
r e l a t e d  t o  t h e  v e l o c i t y  by p ' = cpgV. I n t r o d u c i n g  t h e  u n i t  
v e c t o r  n  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  wave (w h ich
i s  t h e  same a s  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  v ) , we o b t a i n
-*■ 2->- q = cpgV n ,  o r :
q = cEn. (V-129)
Thus t h e  e n e r g y  f l u x  d e n s i t y  i n  a p l a n e  sound  wave e q u a l s  t h e  
e n e r g y  d e n s i t y  m u l t i p l i e d  by t h e  v e l o c i t y  o f  sound .
C o n s i d e r  a  sound  wave w h ic h ,  a t  an y  g i v e n  i n s t a n t ,  
o c c u p i e s  a  f i n i t e  r e g i o n  o f  s p a c e  (a  wave p a c k e t ) . The 
momentum o f  u n i t  vo lum e o f  f l u i d  i s  e q u a l  t o  t h e  m ass  f l u x  
d e n s i t y  j  =  p v .  S u b s t i t u t i n g  p =  P g  +  p , we h av e  j  =  P g V + p ' v .  
The d e n s i t y  c h a n g e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  p r e s s u r e  c h a n g e  by 
p '  = p ' / c  . We t h e r e f o r e  o b t a i n :
j  = pgV 4- q / c 2 . (V-130)
S i n c e  we h a v e  p o t e n t i a l  f lo w  i n  a sound  wave,  we c an  w r i t e
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^ *>■ “^ 2
v  = g r a d  <j>. We t h e r e f o r e  h av e  j  = Pg g r a d  <p +  q / c  . The
r-v
t o t a l  momentum i n  t h e  wave e q u a l s  t h e  i n t e g r a l  j  dV o v e r  
t h e  volume o c c u p i e d  by  t h e  wave.  The i n t e g r a l  o f  g r a d  <(> 
can  be  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  s u r f a c e  i n t e g r a l  by  G r e e n ' s  
f o r m u l a :
g r a d  (j> dV = <f> d f ,
and i s  z e r o ,  s i n c e  <p i s  z e r o  o u t s i d e  t h e  vo lum e o c c u p i e d  by 
t h e  wave.  Thus t h e  t o t a l  momentum o f  t h e  wave i s
j  dV = ( 1 / c 2 ) q d V .  (V-131)
T h i s  q u a n t i t y  i s  n o t ,  i n  g e n e r a l ,  z e r o .  The e x i s t e n c e  o f  a 
n o n - z e r o  t o t a l  momentum means t h a t  t h e r e  i s  a  t r a n s f e r  o f  
m a t t e r .  We t h e r e f o r e  c o n c l u d e  t h a t  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  a 
sound-wave  p a c k e t  i s  a c c o m p a n ie d  by  t h e  t r a n s f e r  o f  f l u i d .  
T h i s  i s  a s e c o n d - o r d e r  e f f e c t  ( s i n c e  q i s  a  s e c o n d - o r d e r  
q u a n t i t y ) .
F i n a l l y ,  l e t  u s  c a l c u l a t e  t h e  mean v a l u e  o f  t h e  
p r e s s u r e  ch an g e  p 1 i n  a sound  wave.  I n  t h e  f i r s t  a p p r o x i ­
m a t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  u s u a l  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  o f  
m o t io n ,  p '  i s  a  f u n c t i o n  w h ic h  p e r i o d i c a l l y  c h a n g e s  s i g n ,  
and  t h e  mean v a l u e  o f  p ' i s  z e r o .  T h i s ,  h o w ev e r ,  i s  n o t  t r u e  
when h i g h e r  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  c o n s i d e r e d .  I f  we t a k e  o n l y  
s e c o n d - o r d e r  q u a n t i t i e s ,  p '  c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  
q u a n t i t i e s  c a l c u l a t e d  f rom  t h e  l i n e a r  sound  e q u a t i o n s ,  so
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t h a t  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  d i r e c t l y  t h e  n o n - l i n e a r  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o b t a i n e d  when t e r m s  o f  h i g h e r  o r d e r  a r e  
t a k e n  i n t o  a c c o u n t .
1 2We s t a r t  f ro m  B e r n o u l l i ' s  e q u a t i o n :  w + ^-v + 9<|>/3t
= c o n s t a n t ,  and  a v e r a g e  i t  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  The mean
v a l u e  o f  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  3<j>/3t i s  z e r o .  P u t t i n g  a l s o
w = Wq +  w ' , and  i n c l u d i n g  Wq i n  t h e  c o n s t a n t ,  we o b t a i n  
1 2<w> 4- c^-v > = c o n s t a n t .  We s u p p o se  t h a t  t h e  wave i s  p r o p a ­
g a t e d  i n  an  i n f i n i t e  vo lum e o f  f l u i d  b u t  i s  damped a t  i n f i n i t y ,  
i . e .  v ,  w ' , e t c .  a r e  z e r o  a t  i n f i n i t y .  S i n c e  t h e  c o n s t a n t  i s  
t h e  same i n  a l l  s p a c e ,  i t  m u s t  e v i d e n t l y  b e  z e r o ,  so t h a t
<w1> + < \ v 2 > = 0 .  (V-132)
We n e x t  ex p a n d  w' i n  pow ers  o f  p ' ,  and  t a k e  o n l y  t h e  t e r m s
up t o  t h e  s e c o n d  o r d e r :
w' = (3w/3p) p ' + i ( 3 2w/3p2) op ' 2 ; (V-133)
s i n c e  (3w/3p)  = 1 / p ,  we h av eo
w - = = g l -  P2- - - g . (V-134)
p0 2 Pq 9P s p0 2c p 0
S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n  e q u a t i o n  (V-132) g i v e s :
P r  = 4 p0 ^ ^ / 2 p 0c2 = 4 P0 ^ + p T 7 ° 2 / 2 p 0 ’ CV-135)
w h ic h  d e t e r m i n e s  t h e  r e q u i r e d  mean v a l u e .  The e x p r e s s i o n
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on t h e  r i g h t  i s  a  s e c o n d - o r d e r  q u a n t i t y ,  and  i s  c a l c u l a t e d  
by u s i n g  t h e  p 1 and  v  o b t a i n e d  f rom  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  
l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  The mean d e n s i t y  i s :
V  = ( 3 p / 9 p 0 ) p 1- + ^ O 2 p / 3 p 02 ) P 7^ .  (V-136)
s s
I f  t h e  wave may be  r e g a r d e d  a s  a . t r a v e l l i n g  p l a n e
2 2 2 2wave i n  t h e  vo lu m e ,  t h e n  v  = c p ' / P q , s o  t h a t  <v > = <c p '  > / p Q  
and t h e  e x p r e s s i o n  (V-135)  i s  z e r o ,  i . e .  t h e  mean p r e s s u r e
v a r i a t i o n  i n  a p l a n e  wave i s  a n  e f f e c t  o f  h i g h e r  o r d e r  t h a n
1 2  2 2 t h e  s e c o n d .  The d e n s i t y  v a r i a t i o n  < p ’ > = ^-(3 p / 9 P q ) <p '  >
s
i s  n o t  z e r o ,  h o w e v e r .  I n  t h e  same a p p r o x i m a t i o n ,  we h a v e  f o r  
t h e  mean v a l u e  o f  t h e  momentum f l u x  d e n s i t y  t e n s o r  i n  a 
t r a v e l l i n g  p l a n e  wave P ^ ^  + <pv^v^.> = Pq^ ^  +  p0<vi v k > * 
f i r s t  t e r m  i s  t h e  e q u i l i b r i u m  p r e s s u r e  and  d o e s  n o t  r e l a t e  
t o  t h e  sound  wave.  I n  t h e  s e c o n d  t e r m ,  we i n t r o d u c e  t h e  u n i t  
v e c t o r  n  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  v  ( t h e  same a s  t h e  d i r e c t i o n  o f  
p r o p a g a t i o n  o f  t h e  w a v e ) , and  o b t a i n  f o r  t h e  momentum f l u x  
d e n s i t y  i n  a  sound  wave:
<ni k > = <E>ni n k-  (V-137)
I f  t h e  wave i s  p r o p a g a t e d  i n  t h e  x - d i r e c t i o n ,  o n l y  t h e  compo­
n e n t  <n > = <E> i s  n o t  z e r o .  T h u s ,  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,XX
t h e r e  i s  i n  t h e  p l a n e  sound  wave o n l y  an  x - c o m p o n en t  o f  t h e  
mean momentum f l u x ,  and  t h i s  i s  t r a n s m i t t e d  i n  t h e  x - d i r e c t i o n
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V . 4 . 4 .  R e l f e c t i o n  and  R e f r a c t i o n
When a  sound  wave i s  i n c i d e n t  on t h e  b o u n d a r y  b e tw e e n  
two d i f f e r e n t  f l u i d  m e d ia ,  i t  u n d e r g o e s  r e f l e c t i o n  an d  r e f r a c ­
t i o n .  T h i s  means t h a t ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  i n c i d e n t  wave,  two 
more a p p e a r :  t h e  r e f l e c t e d  wave i s  p r o p a g a t e d  b a c k  i n t o  t h e
f i r s t  medium f rom  t h e  s u r f a c e  o f  s e p a r a t i o n ,  an d  t h e  r e f r a c t e d  
wave i s  p r o p a g a t e d  i n t o  t h e  s e c o n d  medium. C o n s e q u e n t l y ,  t h e  
m o t io n  i n  t h e  f i r s t  medium i s  a  c o m b i n a t i o n  o f  two waves  ( t h e  
i n c i d e n t  and  t h e  r e f l e c t e d ) , w h e r e a s  i n  t h e  s e c o n d  medium 
t h e r e  i s  o n l y  t h e  r e f r a c t e d  wave.
The r e l a t i o n  b e tw e e n  t h e s e  t h r e e  waves  i s  d e t e r m i n e d  
by t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  t h e  s u r f a c e  o f  s e p a r a t i o n ,  w h ic h  
r e q u i r e  t h e  p r e s s u r e s  an d  n o r m a l  v e l o c i t y  co m ponen ts  t o  b e  
e q u a l .
C o n s i d e r  t h e  r e f l e c t i o n  and r e f r a c t i o n  o f  a  l o n g i t u ­
d i n a l  wave a t  a  p l a n e  s u r f a c e  s e p a r a t i n g  two m e d ia ,  w h ic h  we 
t a k e  a s  t h e  y z - p l a n e .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  a l l  t h r e e  waves  
hav e  t h e  same f r e q u e n c y  go and  t h e  same co m p o n en ts  k^., k 2 o f  
t h e  wave v e c t o r ,  b u t  n o t  t h e  same component  k  p e r p e n d i c u l a r
A
t o  t h e  p l a n e  o f  s e p a r a t i o n .  F o r ,  i n  an  i n f i n i t e  homogeneous 
medium, a  wave w i t h  c o n s t a n t  k  and  go s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n .  The p r e s e n c e  o f  a  b o u n d a r y  i n t r o d u c e s  some 
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  w h ic h  a p p l y  a t  x  = 0, i . e .  do n o t  depend  
on t h e  t i m e  o r  on t h e  c o o r d i n a t e s  y ,  z .  Hence t h e  d e p e n d e n c e  
o f  t h e  s o l u t i o n  on t , y and  z r e m a i n s  t h e  same i n  a l l  s p a c e  
and  t i m e ,  i . e .  g o ,  k  , and  k z a r e  t h e  same a s  i n  t h e  i n c i d e n t
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wave.
From t h i s  r e s u l t  we c a n  d e r i v e  t h e  r e l a t i o n s  w h ic h
g i v e  t h e  d i r e c t i o n s  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  r e f l e c t e d  and
r e f r a c t e d  w av es .  L e t  t h e  p l a n e  o f  t h e  i n c i d e n t  wave be  t h e
x y - p l a n e .  Then k  = 0 i n  t h e  i n c i d e n t  wave ,  and  t h e  same j  ~ z
must  b e t r u e  o f  t h e  r e f l e c t e d  and  r e f r a c t e d  w a v e s . Thus t h e  
d i r e c t i o n s  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  t h r e e  waves  a r e  c o p l a n a r .
L e t  9 b e  t h e  a n g l e  b e tw e e n  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a ­
t i o n  o f  t h e  wave an d  t h e  x - a x i s .  Then,  f rom  t h e  e q u a l i t y  o f
ky = (w /c)  s i n  0 f o r  t h e  i n c i d e n t  an d  r e f l e c t e d  w av es ,  i t
f o l l o w s  t h a t
0X = 0 [ ,  (V-138)
i . e .  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  0^ i s  e q u a l  t o  t h e  a n g l e  o f
r e f l e c t i o n  0 j .  From a  s i m i l a r  e q u a t i o n  f o r  t h e  i n c i d e n t  and  
r e f r a c t e d  waves  i t  f o l l o w s :
s i n  0 ^ / s i n  © 2  = (V-139)
w h ich  r e l a t e s  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  0^ t o  t h e  a n g l e  o f  
r e f r a c t i o n  © 2  (c-^ an d  C2  b e i n g  t h e  v e l o c i t i e s  o f  sound  i n  
t h e  two m e d i a ) .
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a q u a n t i t a t i v e  r e l a t i o n  b e tw e e n  
t h e  i n t e n s i t i e s  o f  t h e  t h r e e  w av es ,  we w r i t e  t h e  r e s p e c t i v e  
v e l o c i t y  p o t e n t i a l s  a s
^ = exp{ico[ (x/c-^) c o s  0^ + (y/c-^) s i n  0^ -  t ]  }, (V-140a)
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= A |  exp{i io[  ( - x / c L) cos  0^ + ( y / c ^ )  s i n 0 ^ - t ] } f (V-140b) 
<J> 2  = A2  exp{ia>[ (X/C2 ) cos  02 + ( y / c 2 ) s i n  02 -  t ]  }. (V-140c)
On t h e  s u r f a c e  o f  s e p a r a t i o n  (x=0) t h e  p r e s s u r e  (p= - p9<j>/3t) 
and t h e  n o r m a l  v e l o c i t i e s  (v  = 3<j>/3x) i n  t h e  two m e d ia  m u s t  
be e q u a l ;  t h e s e  c o n d i t i o n s  l e a d  t o  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :
The r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  R i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  
t im e  a v e r a g e  e n e r g y  f l u x  d e n s i t i e s  i n  t h e  r e f l e c t e d  an d  i n c i ­
d e n t  w av es .  S i n c e  t h e  e n e r g y  f l u x  d e n s i t y  i n  a  p l a n e  wave i s
The a n g l e s  0^ an d  02 a r e  r e l a t e d  by  e q u a t i o n  ( V - 1 3 9 ) ; e x p r e s ­
s i n g  © 2  i n  t e r m s  o f  0 p  we c a n  p u t  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  
i n  t h e  form:
c o s  0^ cos  © 2
 - A 2 . (V-141)
°2
2 2 2 2 2 cpv , we h a v e  R = C]_P]_<V{ >/c^p-^<v^ > = | A | |  /iA-jJ . A s im p l e
c a l c u l a t i o n  g i v e s :
P2  t a n  © 2  + P|_ t a n  0^ (V-142)
R =    i ------2-------- 2---- 2— • (V-143)
P2 C2  c o s  0^ + p^ (c-^ - C2  s i n  0^)
2 2 2  ^P2 C2  c o s  0^ - p^ (c^  - C2  s i n  0-^)
F o r  n o rm a l  i n c i d e n c e  (0-^ = 0 ) ,  t h i s  f o r m u l a  g i v e s :
p2c2+ P1c1 (V-144)
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F or  an  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  s u c h  t h a t
2 2 2 2 2 P2c 2 -  p]_c1
t a n  (V-145)
2 ,  2 2v
P i ^ ~  2.
t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f i c i e n t  i s  z e r o ,  i . e .  t h e  wave i s  t o t a l l y  
r e f r a c t e d .  T h i s  c a n  h a p p e n  i f  c^  > b u t  p 2C£ > P]_c q» o r  i f  
b o t h  i n e q u a l i t i e s  a r e  r e v e r s e d .
V . 4 . 5 .  G enera l .  S o l u t i o n  o f  t h e  Wave E q u a t i o n
We s h a l l  now d e r i v e  a g e n e r a l  f o r m u l a  g i v i n g  t h e  
s o l u t i o n  o f  t h e  wave e q u a t i o n  i n  an  i n f i n i t e  f l u i d  f o r  an y  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  i . e .  g i v i n g  t h e  v e l o c i t y  and  p r e s s u r e  
d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  f l u i d  a t  an y  i n s t a n t  i n  t e r m s  o f  t h e i r  
i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n .
We f i r s t  o b t a i n  some a u x i l i a r y  f o r m u l a e .  L e t  
< j>(x ,y ,z , t )  an d  ^ ( x , y , z , t )  be  any  two s o l u t i o n s  o f  t h e  wave 
e q u a t i o n  w h ic h  v a n i s h  a t  i n f i n i t y .  C o n s i d e r  t h e  i n t e g r a l :
I  = (<f>ip - \p<p) dV, (1 -1 4 6 )
t a k e n  o v e r  a l l  s p a c e .  S i n c e  <f> an d  ip s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n s
0 0 
A<J> — cf/ c = 0  and  Aip - ip/c = 0,  we h a v e :
d l / d t  = ((pip -  ip<p) dV = c 2 (<pAip -  ipAtp) dV
= c 2 div(<() g r a d  ip - ip g r a d  tj>) dV. (V-147)
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The l a s t  i n t e g r a l  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  an  i n t e g r a l  o v e r  
an i n f i n i t e l y  d i s t a n t  s u r f a c e ,  an d  i s  t h e r e f o r e  z e r o .  Thus 
we c o n c l u d e  t h a t  d l / d t  = 0, i . e .  I  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t i m e :
( < p i p  -  \ p ( p )  dV -  c o n s t a n t . (V-148)
The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  wave e q u a t i o n  c a n  be
given as
\p = <S[r -  c ( t Q - t )  ] / r , (V-149)
w here  r  i s  t h e  d i s t a n c e  f rom  some g i v e n  p o i n t  0 ,  tQ i s  some 
d e f i n i t e  i n s t a n t ,  an d  6 d e n o t e s  t h e  d e l t a  f u n c t i o n .  The 
i n t e g r a l  o f  \p o v e r  a l l  s p a c e  i s :
ip dV = ip • 4 7 r r  dr = 4 tt r6[r-c(tQ-t)]dr . (V-150)
0
The argument of the delta function is zero for r = c(tQ-t) 
(we assume that tQ > t). Hence, from the properties of the 
delta function, we find:
ip dV = 4 i r c ( t Q - t )  . (V-151)
D i f f e r e n t i a t i n g  t h i s  e q u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  we o b t a i n
$ dV = -4 t t c  . (V-152)
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We now s u b s t i t u t e  f o r  ip t h e  f u n c t i o n  ( V - 1 5 0 ) , and 
t a k e  4> t o  b e  t h e  r e q u i r e d  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  wave 
e q u a t i o n .  I  i s  a c o n s t a n t ,  an d ,  we may w r i t e  t h e  e x p r e s s i o n s  
f o r  I  a t  t h e  i n s t a n t s  t  = 0 and  t  = tQ and  e q u a t e  them .  F o r  
t  = tQ t h e  two f u n c t i o n s  ip and  ip a r e  e a c h  d i f f e r e n t  f rom  
ze ro  o n l y  f o r  r  = 0 .  Hence,  on i n t e g r a t i n g ,  we c a n  p u t  
r  = 0 i n  <j> and  <J> ( i . e .  t a k e  t h e i r  v a l u e s  a t  t h e  p o i n t  0 ) ,  
and t a k e  <j> and  <f> o u t s i d e  t h e  i n t e g r a l :
I  = ( | ) ( x , y , z , t Q) ip dV -  < j> (x ,y ,z , tQ) ip dV, (V-153)
where  x , y , z  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  0 .  A c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  
(V-151) and  (V -1 5 2 ) ,  
t h e  f i r s t  t e r m  g i v e s
t h e  s e co n d  t e r m  i s  z e r o  f o r  t  = tQ,  and
I  = -4-rrc<j> (x ,  y ,  z , t Q) . (V-154)
L e t  u s  now c a l c u l a t e  I  f o r  t  = 0 .  P u t t i n g  ip = di p/ dt  
= -d ip /d tg ,  and  d e n o t i n g  by  <J>q t h e  v a l u e  o f  t h e  f u n c t i o n  <p 
f o r  t  = 0, we h a v e
I  = - ^ 0 ^ t= 0  d V  ‘ c(,0 ^ t= 0  d v -
(V-155)
2
We w r i t e  t h e  e l e m e n t  o f  vo lume a s  dV = r  d r  do ,  w h e re  do i s  
an  e l e m e n t  o f  s o l i d  a n g l e ,  and  t h e n  we o b t a i n ,  by  t h e
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properties of the delta function,
W t - 0  dV = J *0r <r - c t 0) drdo = c t 0 J ^0 , r = c t n do ‘
(V-156)
The i n t e g r a l  o f  <pQip i s  s i m i l a r .  Thus
* 0 , r - o t 0 do) -  c t 0 * 0 , r - c t 0 d o -
CV-157)
F i n a l l y ,  e q u a t i n g  t h e  two e x p r e s s i o n s  f o r  I  and  o m i t t i n g  t h e  
s u f f i x  z e r o  i n  tQ,  we o b t a i n
< j> (x ,y ,z , t )  = 1 f 3 ( r  W % t  ( t * 0 , r - c t d o ) + t  V r = c t d o ) '
(V-158)
T h i s  i s  t h e  P o i s s o n ' s  f o r m u l a  w h ich  g i v e s  t h e  s p a t i a l
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  a t  any  i n s t a n t  i n  t e r m s  o f  t h e
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  and  i t s  t i m e  d e r i v a t i v e  ( o r ,
e q u i v a l e n t l y ,  i n  t e r m s  o f  t h e  v e l o c i t y  and  p r e s s u r e  d i s t r i b u ­
t i o n )  a t  some i n i t i a l  i n s t a n t .  We s e e  t h a t  t h e  v a l u e  o f  t h e  
p o t e n t i a l  a t  t im e  t  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  v a l u e s  o f  (j) and  $ 
a t  t i m e  t  = 0 on t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e  c e n t e r e d  a t  0 ,  o f  
r a d i u s  c t .
L e t  us  s u p p o s e  t h a t ,  a t  t h e  i n i t i a l  i n s t a n t ,  <Pq and  
a r e  d i f f e r e n t  f rom  z e r o  o n l y  i n  some f i n i t e  r e g i o n  o f  
s p a c e ,  bounded  by a c l o s e d  s u r f a c e  C. We c o n s i d e r  t h e  v a l u e s
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o f  <f> a t  s u b s e q u e n t  i n s t a n t s  a t  some p o i n t  0 .  T h e se  v a l u e s  
a r e  d e t e r m i n e d  by t h e  v a l u e s  o f  q and  <£q a t  a d i s t a n c e  c t  
f rom 0 .  The s p h e r e s  o f  r a d i u s  c t  p a s s  t h r o u g h  t h e  r e g i o n  
w i t h i n  t h e  s u r f a c e  C o n l y  f o r  d / c  < t  < D /c ,  w h e re  d and  D 
a r e  t h e  l e a s t  and  g r e a t e s t  d i s t a n c e s  f rom t h e  p o i n t  0 t o  
t h e  s u r f a c e  C. At o t h e r  i n s t a n t s ,  t h e  i n t e g r a n d s  i n  e q u a t i o n  
(V-158) a r e  z e r o .  Thus t h e  m o t i o n  a t  0 b e g i n s  a t  t im e  
t  = d / c  and  c e a s e s  a t  t i m e  t  = D / c .  The wave p r o p a g a t e d  f rom  
t h e  r e g i o n  i n s i d e  C h a s  a  f o r w a r d  f r o n t  and  a  b ac k w a rd  f r o n t .  
The m o t i o n  b e g i n s  when t h e  f o r w a r d  f r o n t  a r r i v e s  a t  t h e  p o i n t  
i n  q u e s t i o n ,  w h i l e  on t h e  b a c k w a rd  f r o n t  p a r t i c l e s  p r e v i o u s l y  
o s c i l l a t i n g  come t o  r e s t .
V . 4 . 6 .  The R e c i p r o c i t y  P r i n c i p l e
The e q u a t i o n s  o f  a sound  wave a s  p r e s e n t e d  ab o v e  i n  
S e c t i o n  V . 4 . 1 .  a r e  v a l i d  f o r  a  wave p r o p a g a t e d  i n  a  homo­
g en eo u s  medium. I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  d e n s i t y  Pq o f  t h e  medium 
and t h e  v e l o c i t y  o f  sound  i n  i t ,  c ,  a r e  r e g a r d e d  a s  c o n s t a n t s .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  some g e n e r a l  r e l a t i o n s  a p p l i c a b l e  f o r  an  
a r b i t r a r y  inhom ogeneous  medium, an e q u a t i o n  f o r  t h e  p r o p a g a ­
t i o n  o f  sound  i n  s u c h  a  medium i s  n e e d e d .
The e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e
form:
dp/dt + p div v = 0. (V-159a)
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(V-159b)
and t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  b e c o m e s :
9 p / 3 t  + v * g r a d p  + pc^ d i v  v  = 0 .  (V-159c)
As u s u a l ,  we p u t  p =  P q  +  p ' ,  w h ere  Pq i s  now a  g i v e n
f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  I n  t h e  e q u a t i o n  p = P q +  p ' ,  
however ,  we p u t  Pq = c o n s t a n t ,  s i n c e  t h e  p r e s s u r e  m u s t  be 
c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  a medium i n  e q u i l i b r i u m  ( i n  t h e  a b s e n c e  
o f  an  e x t e r n a l  f i e l d ) . Thus we h a v e ,  t o  w i t h i n  s e c o n d - o r d e r  
q u a n t i t i e s :
t h e  e q u a t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  sound i n  an  inhom ogeneous  
medium:
3 p ' / 3 t  +  P g C ^ d i v v  = 0. (V-160)
T h i s  e q u a t i o n  i s  t h e  same i n  fo rm  a s  e q u a t i o n  ( V - 6 2 ) ,
2
b u t  t h e  c o e f f i c i e n t  PgC i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s .  
E u l e r ' s  e q u a t i o n  h a s  t h e  fo rm  3 v / 3 t  = -  ( 1 / p g )  g r a d p  ' . E l i ­
m i n a t i n g  v ,  and  o m i t t i n g  t h e  s u f f i x  i n  Pq, we f i n a l l y  o b t a i n
P p c  3 1
(V-161)
2I f  t h e  wave h a s  a  f r e q u e n c y  to,  we hav e  p 1 = -oo p ' ,  so t h a t




C o n s i d e r  a sound  wave e m i t t e d  by  a  p u l s a t i n g  s o u r c e  
o f  s m a l l  d i m e n s io n ;  t h e  e m i s s i o n  i s  i s o t r o p i c .  We d e n o t e  by  
A t h e  p o i n t  w here  t h e  s o u r c e  i s ,  and  by  P^(B) t h e  p r e s s u r e  
p '  a t  a p o i n t  B i n  t h e  e m i t t e d  wave .  I f  t h e  same s o u r c e  i s  
p l a c e d  a t  B, i t  p r o d u c e s  a t  A a p r e s s u r e  w h ic h  we d e n o t e  by 
Pg (A ) .  We s h a l l  d e r i v e  t h e  r e l a t i o n  b e tw e e n  P^(B)  and 
PB(A).
To do s o ,  we u s e  e q u a t i o n  ( V - 1 6 2 ) , a p p l y i n g  i t  f i r s t  
t o  t h e  sound  f rom  a  s o u r c e  a t  A an d  t h e n  t o  t h e  sound  from 
a  s o u r c e  a t  B:
g r a d  p! 2 g r a d  p i  2d i v ----------A + = d ± v  B + u . = 0 _ ( v _163)
P p c  P p c
We m u l t i p l y  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  by Pg and  t h e  s e c o n d  b y  p^  
and s u b t r a c t .  The r e s u l t  i s
S^ad p ' grad p '
P Bd i v — — ^ r —
p ' g r a d  p ' p ' g r a d  p '
= d i v  ( - 2 --------------------  - )  = 0 .  (V-164)
We i n t e g r a t e  t h i s  e q u a t i o n  o v e r  t h e  volume b e tw e e n  an  i n f i n i t e l y  
d i s t a n t  c l o s e d  s u r f a c e  C and  two s m a l l  s p h e r e s  and  Cg w h ic h  
e n c l o s e  t h e  p o i n t s  A and B r e s p e c t i v e l y .  The vo lum e i n t e g r a l  
can  be  t r a n s f o r m e d  i n t o  t h r e e  s u r f a c e  i n t e g r a l s ,  and  t h e  
i n t e g r a l  o v e r  C i s  z e r o ,  s i n c e  t h e  sound  f i e l d  v a n i s h e s  a t
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i n f i n i t y .  Thus we o b t a i n
I n s i d e  t h e  s m a l l  s p h e r e  C^, t h e  p r e s s u r e  p ^  i n  t h e
wave f rom  a s o u r c e  a t  A f a l l s  o f f  r a p i d l y  w i t h  t h e  d i s t a n c e  
from A, and  t h e  g r a d i e n t  g r a d  p ^  i s  t h e r e f o r e  l a r g e .  The 
p r e s s u r e  Pg due t o  a  s o u r c e  a t  B i s  a s l o w l y  v a r y i n g  f u n c t i o n  
o f  t h e  c o o r d i n a t e s  i n  t h e  r e g i o n  n e a r  t h e  p o i n t  A, w h ic h  i s  
a t  a  c o n s i d e r a b l e  d i s t a n c e  f rom  B, so t h a t  t h e  g r a d i e n t  
g r a d  p^  i s  r e l a t i v e l y  s m a l l .  When t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  
i s  s u f f i c i e n t l y  s m a l l ,  we c a n  n e g l e c t  t h e  i n t e g r a l ,
and i n  t h e  l a t t e r  t h e  a l m o s t  c o n s t a n t  q u a n t i t y  Pg c a n  be  
t a k e n  o u t s i d e  t h e  i n t e g r a l  an d  r e p l a c e d  by i t s  v a l u e  a t  t h e  
p o i n t  A. U s in g  s i m i l a r  a r g u m e n t s  f o r  t h e  i n t e g r a l s  o v e r  t h e  
s p h e r e  Cg, we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n :
-> •
d> ( p ^ / p )  g r a d p g  • d f ,
o v e r  i n  c o m p a r i s o n  w i t h








But ( l / p ) g r a d p '  = - 3 v / 3 t ,  an d  t h i s  e q u a t i o n  c a n  t h e r e f o r e  
be r e w r i t t e n
P b (A)  J t  • d*  = P b ( B )  r t  I  ? B • <v - 1 6 7 )
CA CB
The i n t e g r a l  o • d f  o v e r  i s  t h e  vo lum e o f  f l u i d  f l o w i n g  
p e r  u n i t  t i m e  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  C , i . e .  i t
A
i s  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  vo lum e  o f  t h e  p u l s a t i n g  s o u r c e  
o f  sound .  S i n c e  t h e  s o u r c e s  a t  A and  B a r e  i d e n t i c a l ,  i t  i s  
c l e a r  t h a t ,
and c o n s e q u e n t l y ,
<t> vA * d f  = d) v B • d f ,
JB
(V-168)
Pj^(B) = Pg (A) (V-169)
i s  hom ogeneous .  When sound  i s  p r o p a g a t e d  i n  s u c h  a  medium, 
i t  i s  r e f l e c t e d  an d  r e f r a c t e d  a t  t h e  s u r f a c e s  s e p a r a t i n g  t h e  
v a r i o u s  r e g i o n s .  Thus t h e  r e c i p r o c i t y  p r i n c i p l e  i s  v a l i d  
a l s o  i n  c a s e s  w h e re  t h e  wave u n d e r g o e s  r e f l e c t i o n  and  r e f r a c ­
t i o n  on i t s  p a t h  f rom  A t o  B.
The r e c i p r o c i t y  p r i n c i p l e  a s  f o r m u l a t e d  h e r e i n ,  c a n  
be  l o o k e d  a t  a s  a  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  t h e  O n s a g e r ' s  R e c i p r o c i t y  
r e l a t i o n s .
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V . 4 . 7 .  G r e e n ' s  F u n c t i o n s  A p p l i c a t i o n  f o r  D e s c r i p t i o n  o f
F l u c t u a t i o n s
T h e r m a l - V i s c o u s  i m p u l s e  G r e e n ' s  F u n c t i o n s . F o r  t h e  
t h e r m a l - v i s c o u s  f l u c t u a t i o n  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  f i e l d  e q u a ­
t i o n s  h av e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  s c a l a r  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  
g e n e r a l  th e rm o d y n am ic  p r o p e r t i e s  and  t h e  v e l o c i t y  d i v e r g e n c e  
f o r  v e c t o r i a l  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  v o r t i c i t y  and  t h e  t r a n s ­
v e r s e ,  l o n g i t u d i n a l  and  t o t a l  com ponen ts  o f  t h e  v e l o c i t y .
As f o r  t h e  a c o u s t i c  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  f o r  
a l l  f l u c t u a t i o n s  e x h i b i t  s c a l a r  o p e r a t o r s  e x c e p t  t h e  e q u a t i o n  
g o v e r n i n g  t h e  v e c t o r i a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  w h ic h  d i s p l a y s  
a s e c o n d - o r d e r  t e n s o r  o p e r a t o r .
The v e c t o r i a l  f l u c t u a t i o n s  o f  v o r t i c i t y  and  t r a n s v e r s e  
v e l o c i t y  a r e  t h e  r e s u l t s  o f  t r a n s v e r s e  momentum d i f f u s i o n  
w h ich  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  f l u c t u a t i o n  p r o c e s s .  T h e r e f o r e  
t h e  s c a l a r  i m p u l s e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  
v o r t i c i t y  an d  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  i s :
GVx% , m) =  G ^ a r . o . )  -  ------------ -  J .  (V-170)
io)+Dt k
The m a g n i t u d e  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  d i f f u s e s  o u tw a r d  i n  a 
s p h e r i c a l l y  s y m m e tr ic  p a t t e r n  a b o u t  t h e  p o i n t  o f  e x c i t a t i o n .  
The v o r t i c i t y  and t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  v e c t o r s  
have  m u t u a l l y  p e r p e n d i c u l a r  d i r e c t i o n s  w h ic h  a r e  a l s o  
p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  d i f f u s i o n ,  k .
The s c a l a r  f l u c t u a t i o n s  o f  th e rm o d y n a m ic  p r o p e r t i e s
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and v e l o c i t y  d i v e r g e n c e ,  a s  w e l l  a s  t h e  v e c t o r i a l  f l u c t u a t i o n  
o f  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  a l l  s a t i s f y  t h e  same f i e l d  e q u a t i o n  
w hich  r e p r e s e n t s  a  more  c o m p l i c a t e d  p r o c e s s  t h a n  damped wave 
p r o p a g a t i o n  o r  t h e r m a l  d i f f u s i o n  a l o n e .  The s c a l a r  d i f f e r ­
e n t i a l  o p e r a t o r  i n  s p a c e  an d  t i m e  domain  d i s p l a y e d  by t h e  
f i e l d  e q u a t i o n  i s :
LXm( r , t )  =
-  r -K'n J. K J. 3 n 2  n  k 3 2 ic „4- ,_ +  + c 1 I E v - d ^ ^ v - c£ C - v ] ,
(V-171a)
and i t s  t r a n s f o r m a t i o n  i n  wavenumber and  f r e q u e n c y  domain i s :  
L ^ G c. oj) =
r • 3 ,  2 / n  , k s ,  2 . 2,  2 . .  k , 4  2 , 2-i= Lioo +a) +  ) k  -  icoc^k -  l t o D ^ ^ - k  -  c^  —  k  J .
V v  p
(V-171b)
The i n v e r s e  o f  t h e  t r a n s f o r m e d  o p e r a t o r  e q u a l s  t h e  s c a l a r  
im p u l s e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  wavenumber  and  f r e q u e n c y  domain 
f o r  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  th e rm o d y n a m ic  p r o p e r t i e s ,  v e l o c i t y  
d i v e r g e n c e  an d  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  v e c t o r :
X/i \ pV * v  \ _vL \G (k ,w)  = G (k ,a j)  = G (k ,w)  =
1
= -------------------------------------------------------------------------------. (V-172)
iw3 + u)2 (D, + •j£-)k2- iw C ?k 2 - iDT
L ° v  1 L Cv  1 Lp
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The im p u ls e  G r e e n 's  f u n c t i o n  a l s o  r e p r e s e n t s  a  s p h e r i c a l l y  
sy m m etr ic  r e l a x a t i o n  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  p r o p a g a t i n g  r a d i a l l y  
o u tw a rd ,  w h ic h  i s  a l s o  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  
v e l o c i t y  v e c t o r ,  f ro m  t h e  s p a t i a l  p o i n t  o f  e x c i t a t i o n .  The 
v e c t o r i a l  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  o b ey s  t h e  f i e l d  e q u a t i o n  w h ich  
r e l a t e s  t h e  t r a n s v e r s e  and l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  com p o n en ts  
th ro u g h  t h e  t e n s o r i a l  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i n  s p a c e  and 
t im e  dom ain:
2
i r  /-p. p. % 9 /-p. -p. ■. k 9 „ 2  , n 2  9 2  k 9 9
+  C T - l  -  < W ? r 3 t 7 1 T c  “ Ct c ~  ]91 v  p j  m
(V -173a)
The t r a n s f o r m  i n  wavenum ber and  f r e q u e n c y  dom ain o f  t h i s  
o p e r a t o r  r e a d s :
Ljm(ic,aj) = [ i w3 + oj2 (Dt + ^ - ) k 2 -  ia)Dt  ^ -k ^ ]
-  [-co2 (D£ -Dt ) + iuKD^-D ) k 2 + ia)(D£ -Dt ) k 2 + iw c 2 + c 2 ^  k 2 ] k . k m .
P
(V -173b)
I t  may be  i n v e r t e d  i n  a  d i f f e r e n t  fo rm  r e s u l t i n g  i n  t h e  
t e n s o r i a l  im p u ls e  G r e e n 's  f u n c t i o n  f o r  t h e  v e c t o r i a l  v e l o c i t y
225
fluctuation:
+ io j(iw  + ^ r - k 2 ) [ ±oj +  k 2 ]
1
+
[i(o3 +  oj3 (D£ + ^ ) k 2 -  i i o D ^ k 4 - iw c 2k 2 + c 2 ^ k 4 ]
-1
(V -174)
In  te rm s  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  t e n s o r s ,  and t h e  s c a l a r  im p u ls e  
G r e e n 's  f u n c t i o n s  f o r  t h e  t r a n s v e r s e  an d  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  
f l u c t u a t i o n s  t h e  t e n s o r i a l  im p u ls e  G r e e n 's  f u n c t i o n  may be 
e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
T h is  t e n s o r i a l  im p u ls e  G r e e n 's  f u n c t i o n  f o r  t h e  t h e r m a l -  
v i s c o u s  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  i s  s i m i l a r  to  t h a t  f o r  t h e  
a c o u s t i c  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n .  The o n l y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  
th e r m a l  c o n d u c t i v i t y  h a s  c o m p l i c a t e d  t h e  s c a l a r  im p u ls e  
G r e e n 's  f u n c t i o n  f o r  t h e  l o n g i t u d i n a l  f l u c t u a t i o n ,  a s  w e l l  a s  
t h e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  com ponent o f  t h e  t e n s o r i a l  G r e e n 's  
f u n c t i o n ,  by  t h e  a d d i t i o n a l  t h e r m a l  d i f f u s i o n  p o l e  w h ic h  i s  
i n  p a r e n t h e s i s  i n  e q u a t i o n s  (V -173) and  ( V - 1 7 4 ) . A l th o u g h  
th e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n  o n ce  e x c i t e d ,  d i f f u s e s
iw ( i<jL> + J£ -k 2 )
-1
G^T (ic,u)) P jm(lc) - G^L (k,co) P ^ O c )  .,vL
(V -175)
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v i s c o u s l y  a s  a  t r a n s v e r s e  momentum r e l a x a t i o n  in d e p e n d e n t  
o f  f l u c t u a t i o n  p r o c e s s ,  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  w h ic h  o c c u r s  
d u r in g  t h e r m a l - v i s c o u s  f l u c t u a t i o n s  a l s o  e x c i t e s  t h e  t r a n s ­
v e r s e  v e l o c i t y  f l u c t u a t i o n .
I n i t i a l  C o n d i t i o n  G r e e n 's  F u n c t i o n s . The e x c i t e d  
s t a t e  o f  t h e  s y s te m  can  be  s p e c i f i e d  by a  s e t  o f  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  t e r m s ,  e a c h  o f  w h ic h  may b e  c o n s i d e r e d  a s  a  f o r c i n g .  
The f l u c t u a t i o n s  r e l a x a t i o n ,  x(ic ,co), f ro m  an  i n i t i a l  s t a t e  o f  
one n o n - z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n  te rm  Y (ic ,t= 0 )  i s  c o r r e l a t e d  
to  t h a t  i n i t i a l  c o n d i t i o n  te r m  by  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  G r e e n 's  f u n c t i o n :
xy(&,Go) = GXy(lc,u>) Y (k , t= 0 )  , (V -176)
S in c e  t h i s  a n a l y s i s  i s  l i n e a r ,  t h e  f l u c t u a t i o n s  r e s p o n s e  
t o  an  a r b i t r a r y  i n i t i a l  s t a t e  i s  s im p ly  t h e  sum o f  t h e  
r e s p o n s e s  due t o  e a c h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  te rm .  The i n i t i a l  
c o n d i t i o n  te rm s  a p p r o p r i a t e  f o r  e a c h  f i e l d  e q u a t i o n  a r e  d i s ­
p l a y e d  when a  com plex  L a p la c e  t r a n f o r m a t i o n  o f  t im e  i s  
a p p l i e d  t o  them  r a t h e r  t h a n  a t e m p o r a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a ­
t i o n .  A p p ly in g  a  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  c o m p le te s  
t h e  H i l b e r t  t r a n s f o r m  and y i e l d s  f i e l d  e q u a t i o n s  s u p p ly in g  
t h e  i n f o r m a t i o n  n e c e s s a r y  f o r  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  i n i t i a l
c o n d i t i o n  G r e e n 's  f u n c t i o n s  by  K ubo ' s f o rm u la .
( 1 2 )K u b o 's  f o r m u l a v '  was d e r i v e d  on  t h e  b a s i s  o f  
i n s t a n t a n e o u s  e x c i t a t i o n  o f  a s y s te m  from  r e s t  t o  an  i n i t i a l
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c o n d i t i o n  an d  r e l a t e s  t h e  r a t i o  o f  r e s p o n s e  o v e r  i n i t i a l  
c o n d i t i o n ,  w h ic h  may be d e t e r m in e d  f ro m  t h e  H i l b e r t  t r a n s ­
fo rm ed  f i e l d  e q u a t i o n s ,  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n 's  
f u n c t i o n :
l im  x<:i c ’ 2.l -  = j -  [G (& ,z)  -  G (&, z=0) ] . (V -177)
z-no Y (k , t= 0 )  12 x ?  x ^
The com plex  f r e q u e n c y ,
z = co-ie , (V -178)
i s  t h e  com plex  L a p la c e  t r a n s f o r m  v a r i a b l e  and  f o r  c a u s a l  
p r o c e s s e s  co i s  t h e  t e m p o r a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  v a r i a b l e .  
C o n s id e r  t h e  common L a p la c e  t r a n s f o r m ,
L { f ( t )  } = F ( s )  = d t e " s t f ( t ) .  (V -179a)
0
The i n v e r s e  t r a n s f o r m  may b e  r e p r e s e n t e d  by t h e  M e l l i n  
i n v e r s i o n  i n t e g r a l ,
Y+ioo
L ' 1 { F ( s ) }  = f ( t )  = £ 7 1  j  d s e s t F ( s ) ,  (V -179b)
y-i°°
w here  y m u s t  be  c h o s e n  t o  be  l a r g e r  t h a n  t h e  r e a l  p a r t s  o f  
t h e  s p o l e s  o f  F ( s ) .  The com plex  L a p la c e  t r a n s f o r m  and  
i n v e r s i o n  may b e  o b t a i n e d  by s u b s t i t u t i n g  i z  f o r  s w i t h  e 
a s s u r i n g  i n t e g r a l  c o n v e r g e n c e :
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Lc { f  ( t )  } = F (z ) d t e ' i z t f ( t ) ,  (V -180a)
0
L~1 { f  (z )  } = f ( t )  = ^  i d z  e i z t  F ( z )  , (V -180b)
-1 Y -C
w here  t h e  im a g in a r y  p a r t s  o f  t h e  com plex  f r e q u e n c y ,  z ,  i . e .  
t h e  p o l e s  o f  F ( z )  m u s t  be  l a r g e r  t h a n  - y .
The com plex  L a p la c e  t r a n s f o r m s  o f  t h e  t im e  d e r i v a t i v e s  
s u p p ly  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  te rm s  th r o u g h  t h e  f o l l o w i n g  r e l a ­
t i o n s  :
Lc {F t  f  ( fc) } = i z f <2 ) -  f C t - 0 ) ,  (V -181a)
2
Lc ( ^ f ( t ) }  = - z 2 f ( z )  -  i z f ( t = 0 )  - ^ f ( t = 0 ) ,  (V -181b)
3 2
L —ir f  ( t ) } = - i z 3 f ( z )  + Z 2 f  ( t  = 0) - i z X f ( t * 0 )  -  — ij- f  ( t  = 0) .
c 31 a t  31
(V -181c)
The H i l b e r t  t r a n s f o r m  o f  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  a l s o  i n v o l v e s  
a F o u r i e r  s p a t i a l  t r a n s f o r m :
f ( 5 )  = d r  e 1^ ’ ( r ~r ' )  f ( r - r ' ) ,  (V -182a)
and  i n v e r s e  t r a n s f o r m :
13ft ft. i i
f ( r - r ' )  =
— CO
_ d k  e - i k . ( r - r ' )  f ( S )  (V -182b)
(27i)3
The r a t i o  o f  r e s p o n s e  o v e r  i n i t i a l  c o n d i t i o n  i n  H i l b e r t  s p a c e
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may be  d e te r m in e d  from  t h e  H i l b e r t  t r a n s f o r m e d  f i e l d  e q u a t i o n s  
and i s  r e q u i r e d  t o  d e r i v e  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n 's  
f u n c t i o n  by  K ubo ' s f o r m u la .  However, K u b o 's  f o rm u la  a p p l i e s  
i n  t h e  l i m i t  a s  z a p p r o a c h e s  w, o r  a s  e a p p r o a c h e s  z e r o .  In  
t h i s  l i m i t  t h e  com plex  L a p la c e  t r a n s f o r m  and  i n v e r s i o n  becom e:
w hich  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  t e m p o ra l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  and  
i n v e r s i o n .  I n  f a c t  i f  f ( t )  i s  a  c a u s a l  f u n c t i o n  o f  t im e ,  i t  
o n ly  e x i s t s  f o r  p o s i t i v e  t im e  and  may be  c o n s i d e r e d  t o  be 
e q u a l  to  z e r o  f o r  n e g a t i v e  t im e  w h ic h  a l lo w s  t h e  t r a n s f o r m  
to  be e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
T h is  i s  i d e n t i c a l l y  t h e  t e m p o ra l  F o u r i e r  t r a n s f o r m .  The 
f r e q u e n c y  p o l e s  o f  a  t e m p o ra l  F o u r i e r  t r a n s f o r m ,  f ( w ) ,  o f  
a c a u s a l  f u n c t i o n  o f  t im e  h av e  p o s i t i v e  im a g in a r y  p a r t s ,  
t h e r e f o r e  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c h o o s e  y e q u a l  t o  z e r o  i n  t h e  
i n v e r s e  t r a n s f o r m .  Thus t h e  i n v e r s i o n  becom es e x a c t l y  t h e
CO
z-no
l im  L { f ( t ) J  = f  (tu) = [ d t  e * ia3t f ( t )  , (V -183a)
Z-OJ j j
and
l im  L’ ^ f C z ) }  = L“ 1 {f(u >)}  = f ( t )




f  (w) = d t  e ~ ia)t f  ( t )  . (V -184a)
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i n v e r s e  t e m p o ra l  F o u r i e r  t r a n s f o r m :
00
f ( t )  = |  ^ e i t o t f(to) (V -184b)
— 00
S in c e  t h e  r e s p o n s e  t o  an i n i t i a l  c o n d i t i o n  i s  c a u s a l ,  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n 's  f u n c t i o n  d e r i v e d  by  K u b o 's  f o rm u la  
and t h e  f l u c t u a t i o n  r e s p o n s e  t o  an  i n i t i a l  c o n d i t i o n  a r e  
e f f e c t i v e l y  i n  F o u r i e r  w avenum ber an d  f r e q u e n c y ,  Ic an d  w, 
d o m a in .
An i n v e r s e  s p a t i a l  and  t e m p o r a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  
th e  f l u c t u a t i o n  r e s p o n s e  r e s u l t s  i n  a  s p a c e  an d  t im e  r e l a t i o n  
o f  t h e  r e s p o n s e  e q u a l  t o  a  s p a t i a l  c o n v o l u t i o n ,  d e f i n e d  by 
* r ,  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n 's  f u n c t i o n  an d  t h e  f o r c i n g  
i n i t i a l  c o n d i t i o n :
00
x ( f , t )  = G ^ C J . O ^ r Y C f . t ^ )  = |  d3? '  Gx y ( r - ? ’ , t )  Y ( r ' , t = 0 )  .
(V -185)
As th e  t r a n s f o r m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r c i n g  te r m  i s  i n d e ­
p e n d e n t  o f  f r e q u e n c y ,  i . e .  e x c i t e s  a l l  f r e q u e n c i e s  e q u a l l y ,  
i t  may b e  c o n s i d e r e d  t o  b e  com posed o f  a  d e l t a  f u n c t i o n  i n  
t im e  dom ain . Thus t h e  t e m p o ra l  c o n v o l u t i o n  i s  u n n e c e s s a r y  as 
e x c i t a t i o n  o c c u r s  a t  o n ly  one p o i n t  i n  t im e .  The s p a t i a l  
c o n v o l u t i o n  sums up th e  r e s p o n s e s  f rom  e a c h  s p a t i a l  p o i n t  
w h ich  was i n i t i a l l y  e x c i t e d  by  th e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  te rm  
u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  I f  t h e r e  i s  m ore t h a n  one i n i t i a l  c o n d i ­
t i o n  te rm ,  t h e  r e s p o n s e  to  t h e  i n i t i a l  s t a t e  i s  t h e  sum o f
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t h e  r e s p o n s e s  f ro m  a l l  i n i t i a l  c o n d i t i o n  te rm s  .
V. 4 . 8 .  G r e e n ’s F u n c t i o n s  i n  A l t e r n a t e  Dom ains
I m p u ls e  a n d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n 's  f u n c t i o n s ,  
w h ich  c o r r e l a t e  t h e  r e s p o n s e  f l u c t u a t i o n s  to  t h e  f o r c i n g  
and i n i t i a l  c o n d i t i o n s  r e s p e c t i v e l y ,  h a v e  b e e n  d e r i v e d  i n  
wavenumber an d  f r e q u e n c y  dom ain f o r  b o t h  a c o u s t i c  an d  
t h e r m a l - v i s c o u s  f l u c t u a t i o n  p r o c e s s e s .  T h e se  G r e e n 's  f u n c ­
t i o n s  r e p r e s e n t  t h e  r e l a x a t i o n  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  f ro m  
s p e c i f i c  modes o f  e x c i t a t i o n  an d  th u s  c h a r a c t e r i z e  t h e  
b e h a v i o r  o f  t h e  medium. The n u m e r a t o r  o f  a  p a r t i c u l a r  G r e e n 's  
f u n c t i o n  r e f l e c t s  t h e  s p e c i f i c  mode o f  e x c i t a t i o n  by  b i a s i n g  
th e  r e s p o n s e  w h e re a s  t h e  d e n o m in a to r ,  w h ic h  r e p r e s e n t s  t h e  
t r a n s f o r m e d  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r ,  d e t e r m in e s  t h e  t y p e  o f  
f l u c t u a t i o n  b e h a v i o r .
T h re e  b a s i c  t y p e s  o f  G r e e n 's  f u n c t i o n s ,  c o r r e s p o n d i n g  
to  t h e s e  d i s t i n c t  d e n o m in a to r s  i n  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  
dom ain , h a v e  b e e n  d e r i v e d  an d  a r e  t h e  d i f f u s i o n  t y p e ,  t h e  
damped wave t y p e ,  a n d  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  t y p e .  The t e n s o r i a l  
G r e e n 's  f u n c t i o n s  f o r  t h e  t o t a l  v e l o c i t y  o f  b o t h  a c o u s t i c  an d  
t h e r m a l - v i s c o u s  f l u c t u a t i o n s  i n c l u d e  t r a n s v e r s e  an d  l o n g i t u ­
d i n a l  p a r t s  w h ich  r e p r e s e n t  d i f f e r e n t  b e h a v i o r s . The t r a n s ­
v e r s e  p a r t s  a r e  p r i m a r i l y  d i f f u s i v e  a n d  t h e  l o n g i t u d i n a l  
p a r t s  a r e  p r i m a r i l y  damped w a v e l i k e  o r  t h e r m a l - v i s c o u s , 
d e p e n d in g  on th e  f l u c t u a t i o n  p r o c e s s ,  a l t h o u g h  b o t h  p a r t s  a r e  
c o m p l i c a t e d  by a d d i t i o n a l  z e r o  w avenum ber o r  z e r o  f r e q u e n c y
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p o l e s .  As a  r e s u l t  t h e  t e n s o r i a l  t o t a l  v e l o c i t y  G r e e n 's  
f u n c t i o n s  f o r  t h e  a c o u s t i c  an d  t h e r m a l - v i s c o u s  f l u c t u a t i o n s  
w i l l  e a c h  b e  t r e a t e d  s e p a r a t e l y  f ro m  t h e  t h r e e  b a s i c  G r e e n 's  
f u n c t i o n  t y p e s .
( i )  Wavenumber and  f r e q u e n c y  d o m a in . The d en o m in a ­
t o r  o f  a  G r e e n 's  f u n c t i o n  i n  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  dom ain 
i s  t h e  d o m in a n t  f a c t o r  i n  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  
medium to  some fo rm  o f  e x c i t a t i o n  b e c a u s e  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n  
p o s s e s s e s  s i n g u l a r i t i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  w avenum ber an d  
f r e q u e n c y  r o o t s  o f  t h e  d e n o m in a to r .  The n u m b er ,  co m p lex  fo rm  
and a r r a n g e m e n t  o f  t h e s e  r o o t s  d e t e r m in e s  t h e  t y p e  o f  G r e e n 's  
f u n c t i o n  and  t h e  b a s i c  fo rm  o f  t h e  r e s p o n s e .  S p e c i f i c a l l y ,  
th e  com plex  w avenum ber a n d  f r e q u e n c y  p o l e s  o f  t h e  G r e e n 's  
f u n c t i o n  a r e  b o th  f u n c t i o n s  o f  t h e  s y s t e m 's  p a r a m e t e r s  an d  
r e s p e c t i v e l y  t h e  f r e q u e n c y  an d  w avenum ber. Thus f o r  an  
a r b i t r a r y  f l u c t u a t i o n  f r e q u e n c y  t h e  w avenum ber p o l e s  a r e  t h e  
r e l a t e d  f l u c t u a t i o n  w avenum bers  an d  v i c e  v e r s a .  I n  t h i s  
m anner t h e  w avenum ber o r  t h e  f r e q u e n c y  p o l e s  o f  t h e  G r e e n 's  
f u n c t i o n  d e t e r m in e  th e  s p e c i f i c  w a v e n u m b e r - f r e q u e n c y  r e l a t i o n  
o f  t h e  f l u c t u a t i o n  a n d  c o n t a i n  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  
p e r t a i n i n g  to  t h e  r e l a x a t i o n  o f  an  e x c i t e d  medium.
A lth o u g h  a  G r e e n 's  f u n c t i o n  i n  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  
domain c o n t a i n s  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  r e l a x a t i o n  
o f  t h e  c o r r e s p n d i n g  f l u c t u a t i o n  f ro m  a s p e c i f i c  mode o f  e x c i ­
t a t i o n ,  i t  may n o t  b e  i n  t h e  m o st  v i s i b l e  o r  u s e f u l  fo rm .
More i n f o r m a t i o n  may be  e x t r a c t e d  f ro m , a n d ,  i n  some i n s t a n c e s ,
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more u s e f u l  fo rm s may b e  o b t a i n e d  o f  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n  when 
i t  i s  t r a n s f o r m e d  t o  a l t e r n a t e  d o m a in s .  S in c e  w avenum ber may 
be  t r a n s f o r m e d  to  s p a c e  by  an  i n v e r s e  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m a t io n  an d  f r e q u e n c y  may b e  t r a n s f o r m e d  to  t im e  by  an 
i n v e r s e  t e m p o r a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n  
may b e  o b t a i n e d  i n  t h e  a l t e r n a t e  space- an d  f r e q u e n c y ,  w ave­
num ber an d  t i m e ,  a n d  s p a c e  an d  t im e  dom ains by  a p p r o p r i a t e  
t r a n s f o r m a t i o n s .
i n  s p a c e  and  f r e q u e n c y  dom ain may b e  d e r i v e d  by  p e r f o r m in g  i n ­
v e r s e  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  w avenum ber an d  
f r e q u e n c y  dom ain r e p r e s e n t a t i o n s :
T h is  o p e r a t i o n  i n v o l v e s  i n t e g r a t i o n  o v e r  a l l  r e a l  w avenum ber 
s p a c e ,  an d  t h e r e f o r e  t h e  w avenum ber p o l e s  o f  t h e  G r e e n 's  
f u n c t i o n s  w i l l  b e  o f  p r im a r y  im p o r ta n c e  i n  t h e  e v a l u a t i o n .
The o n ly  d e p e n d e n c e  o f  any  o f  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  on t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  w avenum ber v e c t o r  i s  l i m i t e d  to  t h e  p e r m u ta ­
t i o n  t e n s o r s  o f  t h e  t e n s o r i a l  v e l o c i t y  G r e e n 's  f u n c t i o n s . A l l  
o t h e r  G r e e n 's  f u n c t i o n s  r e p r e s e n t  s p h e r i c a l l y  sy m m e tr ic  r e l a x ­
a t i o n s  w h ich  a r e  ev en  f u n c t i o n s  o f  t h e  w avenum ber m a g n i tu d e ,  
k .  The t r i p l e  i n t e g r a t i o n  o v e r  w avenum ber s p a c e  o f  f u n c t i o n s  
o f  t h i s  fo rm  can  b e  s i m p l i f i e d  to  a  s i n g l e  i n t e g r a t i o n  by 
u t i l i z i n g  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w h ich  a l l o w  two i n t e g r a t i o n s  
to  b e  p e r f o r m e d ,  a n d  sym m etry . Thus t h e s e  n o n d i r e c t i o n a l
( i i )  S pace  an d  f r e q u e n c y  dom ain . The G r e e n 's  f u n c t i o n s
(V -186)
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G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  a n d  f r e q u e n c y  dom ain may b e  
e x p r e s s e d  more s im p ly  a s  f o l l o w s :
00
G (r,w )  = — V -  
i4fr r
dk k e i k r  G(& ,w) , (V -187)
— 00
and may b e  e v a l u a t e d ,  i n  p a r t i c u l a r ,  by  com plex  c o n t o u r  i n t e ­
g r a t i o n .  The t e n s o r i a l  v e l o c i t y  G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  w ave- 
num ber an d  f r e q u e n c y  dom ain a r e  o f  t h e  fo rm :
w here  t h e  l o n g i t u d i n a l  an d  t r a n s v e r s e  a r e ,  a s  a l l  o t h e r  
G r e e n 's  f u n c t i o n s , e v e n  f u n c t i o n s  o f  t h e  w avenum ber m a g n i tu d e  
and in d e p e n d e n t  o f  t h e  w avenum ber d i r e c t i o n .  W ith  t h e  p e rm u ­
t a t i o n  t e n s o r s  e x p r e s s e d  e x p l i c i t l y  t h e  t e n s o r i a l  v e l o c i t y  
G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  dom ain become
S in c e  a  s p a t i a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  
i n t e r a c t s  o n ly  w i t h  t h e  t r a n s f o r m  k e r n e l  a s
t h e  w avenum ber com ponent t e r m s , t h e  d i r e c t i o n a l  t e r m s , may be  






to be expressed as follows:
00 O
Pv  f t. ,,\ _ s f d  & o t / f t  \
jm^ ’  ^ -  jm  J G ( k ’w)
-  00 
J. 3 3 f dJ £  ^ - i ^ * ? G t (^,co) 3 3 f d3£  „ - i £ * r  G^C&.w)
3 r-  3 r  , ,  v3 e  72  3 r .  3 r  j 7 7 7 3  72
J m _oo^2lT) k  J m _oo^27r) k
(V-191)
Thus t h e  w aventunber v e c t o r  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  p e r m u t a t i o n  
t e n s o r s  h a s  b e e n  r e p l a c e d  by d i r e c t i o n a l  s p a t i a l  d e r i v a t i v e s  
l e a v i n g  o n ly  e v e n  f u n c t i o n s  o f  w avenum ber t o  b e  i n t e g r a t e d  
o v e r  w avenum ber s p a c e .  T h ese  i n t e g r a t i o n s  may b e  s i m p l i f i e d  
r e s u l t i n g  i n  t h e  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  dom ain r e p r e s e n t a t i o n s  
o f  t h e  t e n s o r i a l  v e l o c i t y  G r e e n 's  f u n c t i o n s :
00 '
Gj ( r , w) = 6 j m — V -  f d k k e ^ G ^ i U )  +  3 5 - 3 !  V
jm i4ir r  J 3 r i 3 rm
— CO —I
00
d k k e l k r Gt<V L ^ - ^  K -  f d k k e i k r G (^ i M).(V -1 9 2 )
k 2  3 r j  m i4ir r  > k 20 —00
( i i i )  Wavenumber and  t im e  d o m a in . The w avenum ber and  
t im e  dom ain G r e e n 's  f u n c t i o n s  may b e  d e r i v e d  by p e r f o r m in g  an 
i n v e r s e  te m p o ra l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n  on th e  G r e e n 's  f u n c ­
t i o n s  i n  w avenum ber an d  t im e  dom ain:
G (K ,t )  = [ - H e iw t  Gtfc.w) . (V -193)
The r e q u i r e d  i n t e g r a t i o n  when p e r fo r m e d  o v e r  a l l  r e a l
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f r e q u e n c i e s  w i l l  d i s p l a y  t h e  p r im a r y  im p o r ta n c e  o f  t h e  
com plex  f r e q u e n c y  p o l e s  o f  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n  i n  w ave­
num ber an d  f r e q u e n c y  dom ain . C a u s a l i t y  i m p l i e s  t h a t  t h e  
im a g in a ry  p a r t s  o f  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  f r e q u e n c y  p o l e s  
m ust b e  p o s i t i v e .  T h is  i s  t r u e  o f  a l l  G r e e n 's  f u n c t i o n s  
e x c e p t  f o r  t h e  t r a n s v e r s e  p a r t s  o f  t h e  t e n s o r i a l  v e l o c i t y  
G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  dom ain , w h ich  
p o s s e s s  z e r o  f r e q u e n c y  p o l e s .  Such e n t i r e l y  r e a l  f r e q u e n c y  
p o l e s  a r e  i n  c o n f l i c t  w i t h  p h y s i c a l  c o n d i t i o n s  t h a t  t h e  s y s te m  
m ust b e  c a u s a l .  The c o n f l i c t  may b e  r e s o l v e d  by  a s su m in g  t h a t  
t h e  z e r o  f r e q u e n c y  p o l e s  a c t u a l l y  p o s s e s s  a  p o s i t i v e  im a g in a ry  
p a r t  w h ic h  was to o  s m a l l  t o  b e  e v a l u a t e d  i n  t h i s  a p p ro x im a ­
t i o n  a n d  th u s  o n ly  h a s  t h e  e f f e c t  o f  s a t i s f y i n g  t h e  c a u s a l i t y  
c o n d i t i o n .  O th e r w i s e ,  t h e  t e n s o r i a l  v e l o c i t y  G r e e n 's  f u n c ­
t i o n  t r a n s f o r m s  as  a l l  o t h e r  G r e e n 's  f u n c t i o n s  s i n c e  th e  
p o l a r i z a t i o n  t e n s o r s  a r e  f u n c t i o n s  o f  w avenum ber v e c t o r  o n ly :
s p a c e  an d  t im e  dom ain may b e  d e r i v e d  b y  p e r f o r m in g  e i t h e r  
i n v e r s e  t e m p o ra l  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  
domain r e p r e s e n t a t i o n s  o r  i n v e r s e  s p a t i a l  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  
th e  w avenum ber and  t im e  dom ain G r e e n 's  f u n c t i o n s :
00 00
p t (K) Gt ( lc , t )  +  P£ (k) G£ ( fc , t )  . (V -194)
( i v )  S pace  a n d  t im e  dom ain . The G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n
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oo 00
G ( r , t )  = J
2 7
doj icote G (r ,w )  = |
— 00 — CO ( 2 tt)
(V -195)
The d e r i v e d  G r e e n 's  f u n c t i o n s  t h e  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  dom ain 
r e p r e s e n t a t i o n  a r e  more d i f f i c u l t  to  i n t e g r a t e  o v e r  r e a l  
f r e q u e n c i e s  t h a n  t h e  w avenum ber an d  t im e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  
a r e  t o  i n t e g r a t e  o v e r  r e a l  w avenum ber s p a c e ,  so  t h e  l a t t e r  
m ethod  w i l l  b e  u t i l i z e d .  Thus d e r i v a t i o n  o f  t h e  G r e e n 's  
f u n c t i o n s  i n  s p a c e  a n d  t im e  dom ain i s  a n a lo g o u s  t o  t h e  d e r i v a ­
t i o n  o f  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  dom ain . 
Only t h e  p e r m u t a t i o n  t e n s o r s  w i l l  b e  d i r e c t i o n a l  f u n c t i o n s  
o f  t h e  w avenum ber v e c t o r  an d  t h e i r  d i r e c t i o n a l i t y  may be  
r e p l a c e d  by  d i r e c t i o n a l  s p a t i a l  d e r i v a t i v e s . A l l  r e m a in in g  
wavenumber s p a c e  i n t e g r a n d s  w i l l  b e  f u n c t i o n s  o f  t h e  w ave­
number m a g n i tu d e ,  k ,  o n l y ,  an d  t h e  r e q u i r e d  t r i p l e  i n t e g r a ­
t i o n s  may b e  s i m p l i f i e d  t o  a  s i n g l e  i n t e g r a l  e a c h .  By 
a n a lo g y ,  t h e  n o n d i r e c t i o n a l  G r e e n 's  f u n c t i o n  i n  s p a c e  a n d  t im e  
i s  m o s t  s im p ly :
J “ " r M  _ (X)
and  t h e  t e n s o r i a l  v e l o c i t y  G r e e n 's  f u n c t i o n  i n  t h e  same domain
CO
(V -196)





V .4 .9  . G r e e n 's  F m c t i o n s - - T h e r m a l - V i s c o u s  Phenomena
( i )  Wave a n d  F re q u e n c y  D om ain. T h e rm a l - v i s c o u s  
f i e l d  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  f o r  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  mass 
d e n s i t y ,  t e m p e r a t u r e ,  p r e s s u r e ,  h e a t  e n e r g y  d e n s i t y ,  l o n g i t u ­
d i n a l  v e l o c i t y  an d  v e l o c i t y  d i v e r g e n c e .  Each o f  t h e s e  f l u c ­
t u a t i o n s  s a t i s f y  t h e  same f i e l d  e q u a t i o n  s e p a r a t e l y  an d  any 
two o f  t h e  th e rm o d y n a m ic  f l u c t u a t i o n s  s a t i s f y  t h e  c o u p le d  
f i e l d  e q u a t i o n s  s i m u l t a n e o u s l y .  F u r th e r m o r e  t h e  l o n g i t u d i n a l  
v e l o c i t y  a n d  v e l o c i t y  d iv e r g e n c e  a r e  r e l a t e d  by  t h e  mass 
d e n s i t y  e q u a t i o n  t o  t h e  m ass d e n s i t y  w h ic h  i s  i n  t u r n  th e rm o ­
d y n a m ic a l ly  c o u p le d  to  t h e  o t h e r  th e rm o d y n a m ic  f l u c t u a t i o n s . 
T h is  r e s u l t s  i n  a  common im p u ls e  G r e e n 's  f u n c t i o n  f o r  a l l  
f l u c t u a t i o n s :
>-«i IE/?*- \ J-G (k ,w ) -  ------------------------------------------------------------------------------------ ,
icj oo ( +  j*—) k^ -  iu> c^k  - ico ^— k -  c^ ^— k
(V -198)
and  a  m u l t i t u d e  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n 's  f m c t i o n s .  As 
f o r  t h e  d i f f u s i v e  a n d  damped wave ty p e  f l u c t u a t i o n s ,  a l l  
t h e r m a l - v i s c o u s  G r e e n 's  f m c t i o n s  d i s p l a y  t h e  same d e n o m in a to r  
w h i l e  t h e  n u m e r a to r s  d i f f e r  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  mode o f  e x c i ­
t a t i o n .  The f i e l d  e q u a t i o n  f o r  a  s i n g l e  f l u c t u a t i o n  r e s u l t s  
i n  p o s s i b l e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  z e r o t h .  Of t h e  many 
d i s t i n c t  n u m e r a to r s  t h a t  h a v e  b e e n  d e r i v e d ,  o n ly  f i v e
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f u n c t i o n a l  fo rm s o f  t h e  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  e x i s t :
No “ (V -199a)
= i w k 2 , (V -199b)
N 2 -  k 4 , (V -199c)
l3  =  032 k 2 , (V -199d)
= i c o k ^ . (V -199e)
Thus any  t h e r m a l - v i s c o u s  G r e e n 's  f u n c t i o n  may b e  c o n s t r u c t e d  f ro m  
th e  s y s te m  p a r a m e t e r s ,  t h e  f u n c t i o n a l  n u m e r a to r  fo rm s  an d  t h e  
th e r m a l  v i s c o u s  d e n o m in a to r  d e f i n e d  a s  DTV:
DTV = ioi3 +  cj2 ( D £ + £ - ) k 2 -  i t o c |k 2 - iwD£ £ - k 4 - c 2 ^ k 2 .
(V -200)
The t h e r m a l - v i s c o u s  G r e e n 's  f u n c t i o n s  may b e  r e p r e s e n t e d  c o n ­
c i s e l y  i n  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  domain by  t h e  f i v e  b a s i c  
f u n c t i o n a l  f o r m s ,
N0GoGc.aO = (V -201a)
N1G ^(k,w ) -  (V -201b)
N2G2 & , u) = (V -201c)
N3G3 (S,oi) = (V -201d)
N,
G^ (Et, uj) = (V-201e)
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o f  w h ic h  t h e  f i r s t ,  Gg(k,uj) , i s  i d e n t i c a l l y  t h e  im p u ls e  G r e e n 's  
f u n c t i o n  an d  t h e  r e m a in in g  ones  may b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  any  
o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s f u n c t i o n s .
The d e n o m in a to r ,  w h ic h  d i s p l a y s  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  
fo rm , i s  a  q u a r t i c  f u n c t i o n  o f  w avenum ber a n d  a  c u b i c  f u n c t i o n  
o f  f r e q u e n c y  and  t h e r e f o r e  p o s s e s s e s  f o u r  w avenum ber r o o t s  an d  
t h r e e  f r e q u e n c y  r o o t s .  The w avenum ber r o o t s  may b e  d e r i v e d  
as  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n :
Axk 4 + A2k 2 + A3 = 0 ,  (V -202a)
w here
Ax = icuDL £r—  C2 j$~, (V -202b)
A2 = oj2 (DL + £r~) - ioaC2 , (V -202c)
A3 = i u 3> (V -202d)
The g e n e r a l  s o l u t i o n s  y i e l d  two p a i r s  o f  o p p o s i t e  com plex  
wavenumber r o o t s :
k l  = "k 2 = -{ 2A ^^"A2 "^ A2 -4A1A3 ^ 1^2 ] } 1 / 2 , (V -2 0 3 a ,b )  
k 3 = - k 4 = - { ^ - [ - A 2+(A ^-4A 1A3) 1 / 2 ] } 1 / 2 . ( V - 2 0 3 c  , d)
The f r e q u e n c y  r o o t s  a r e  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  c u b ic  e q u a t i o n :
a)2 + B 2 + B2io + B3 = 0 (V-204a)
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w here
Bx = - i ( D £ + £ - )  k 2 , (V -204b)
B 2  = - c | k 2 -D£ ^ r -k 4 , (V -204c)
B 3  = i c | ^ k 4 . (V -204d)
The g e n e r a l  s o l u t i o n s  a r e  known t o  b e  a s  f o l l o w s :
B1 <B6+B7) <B6 ‘ B7>— -3 -  -  2 1" i  2--------- 1 (V -205a)
B, (b 6+b 7) (B6~B7)
co^  — -3 —  —■'• 2 -------  i  1 —2 ........ v^ >  (V -205b)




b 4  = b 2  “ -?■, (V -206a)
2B? B ,B 9
b 3  = ~2 'y— — 3 ---- 1- B3 , (V -206b)
-Be Be B^  1/ 2  1/3
B6  = [ - 2 l + ( - ^  +  2 4) ] (V -206c)
-Ac B? B? 1 /2  1 /3
B7 ~ "^“2—  <‘_ZT+  27^ (V -206d)
The e x a c t  wavenum ber a n d  f r e q u e n c y  r o o t s  o f  t h e  d e n o m in a to r  
a r e  s u c h  c o m p l i c a t e d  com plex  f u n c t i o n s  o f  t h e  s y s te m  p a r a m e te r s
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and r e s p e c t i v e l y  t h e  f r e q u e n c y  a n d  t h e  w avenum ber t h a t  i t  i s  
i m p r a c t i c a l  t o  u s e  them  as  t h e  p o l e s  o f  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  
f o r  t r a n s f o r m a t i o n  p u r p o s e s .
r e q u i r e d  t o  t r a n s f o r m  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  to  s p a c e  a n d  
f r e q u e n c y  dom ain a n d  w avenum ber a n d  t im e  dom ain i t  i s  
n e c e s s a r y  to  a p p r o x im a te  t h e  w avenum ber a n d  f r e q u e n c y  p o l e s .  
The t h e r m a l - v i s c o u s  G r e e n 's  f u n c t i o n s  h a v e  b e e n  f o r m u l a t e d  
from  t h e  a s s u m p t io n  o f  l o c a l  th e rm o d y n a m ic  e q u i l i b r i u m  w h ich  
s u g g e s t s  a  s m a l l  f r e q u e n c y  an d  w avenum ber a p p r o x im a t io n  f o r  
th e  wavenum ber an d  f r e q u e n c y  r o o t s .  U t i l i z i n g  b i n o m i a l  
e x p a n s io n s  a n d  t h e  r e s p e c t i v e  s m a l l n e s s  c r i t e r i a ,  one o b t a i n s
The w avenum ber an d  f r e q u e n c y  r o o t s  may b e  a p p r o x im a te d  as  
f o l l o w s :










w2 % - c £k  +  i ( D £ k 2 , (V -209d)
co3 Jfc i ^ - k 2 . (V -209e)
The f i r s t  p a i r  o f  w avenum ber r o o t s ,  k^  a n d  k 2 , an d  th e  f i r s t  
two f r e q u e n c y  r o o t s ,  co^  a n d  co2 , a r e  s i m i l a r  t o  t h e  damped wave 
ty p e  r o o t s .  I n d e e d ,  t h e  s m a l l  f r e q u e n c y  an d  w avenum ber a p p r o x ­
im a t io n  o f  t h e  damped wave r o o t s  r e s u l t s  i n  t h e  t h e r m a l  v i s c o u s
r o o t s  w i t h  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c e n t s  , ■£- an d  J r- ,  b e i n g
P v
a b s e n t .  T h is  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  f i r s t  p a i r  o f  t h e r m a l - v i s c o u s  
wavenum ber r o o t s  a n d  t h e  f i r s t  two t h e r m a l - v i s c o u s  f r e q u e n c y  
r o o t s  a r e  r e l a t e d  t o  a  damped wave w i t h  a  t h e r m a l l y  m o d i f i e d  
l o n g i t u d i n a l  v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t ,  o r  t h e  t h e r m a l -  
v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t ,  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
D1 = + ^  = + 3 y" + C T+ CT) • (V -210)
The r e m a in in g  p a i r  o f  w avenum ber r o o t s ,  k ^  an d  k ^ ,  a n d  t h e  
r e m a in in g  f r e q u e n c y  r o o t ,  k 2 , a r e  o f  t h e  same fo rm  a s  t h e  
d i f f u s i o n  ty p e  r o o t s  w h ic h  w i l l  b e  d e r i v e d  b e lo w .  The d i f f e r ­
en c e  i s  t h a t  t h e s e  t h e r m a l - v i s c o u s  r o o t s  d i s p l a y  a  t h e r m a l  




r a t h e r  t h a n  t h e  t r a n s v e r s e  v i s c o u s  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t .
Thus t h e  a p p r o x im a te  r o o t s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  t h e r m a l  v i s c o u s  
d e n o m in a to r  i s  a p p r o x i m a te ly  t h e  p r o d u c t  o f  a  damped wave 
ty p e  d e n o m in a to r  an d  a  d i f f u s i o n  ty p e  d e n o m in a to r .  H ow ever, 
th e  a p p r o x im a te  w avenum ber p o l e s  a r e  i n c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  
f r e q u e n c y  p o l e s  b e c a u s e  a  d e n o m in a to r  f a b r i c a t e d  f ro m  t h e  
a p p ro x im a te  w avenum ber r o o t s ,  ( k - k ^ ) ( k - k 2) ( k - k ^ ) ( k - k ^ ) , i s  
n o t  p r o p o r t i o n a l  t o  one f a b r i c a t e d  f ro m  t h e  a p p r o x im a te  
f r e q u e n c y  r o o t s .  F u r th e r m o r e ,  t h e  i n c o n s i s t e n c y  i s  s i g n i f i ­
c a n t  b e c a u s e  th e  w avenum ber f a b r i c a t e d  d e n o m in a to r  p o s s e s s e s  
f i v e  f r e q u e n c y  r o o t s  a n d  t h e  f r e q u e n c y  f a b r i c a t e d  d e n o m in a to r  
p o s s e s s e s  s i x  w avenum ber r o o t s .  An i n c o n s i s t e n c y  i n  t h e  num ber 
o f  r o o t s  i s  n o n - a c c e p t a b l e  b e c a u s e  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  
G r e e n 's  f u n c t i o n s  t o  a l t e r n a t e  dom ains  a r e  c r i t i c a l l y  d e p e n d e n t  
on th e m .
I t  seems t o  b e  more f r u i t f u l  to  e x t r a p o l a t e  t h e  i n f o r ­
m a t io n  p r o v i d e d  by  t h e  a p p r o x im a te  r o o t s ,  t h a t  i s ,  t o  assum e 
t h a t  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  d e n o m in a to r  may b e  m ore a c c u r a t e l y  
a p p r o x im a te d  as  t h e  p r o d u c t  o f  a  damped wave ty p e  d e n o m in a to r ,  
w i t h  a  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t .  T h is  t h e r m a l - v i s c o u s  
m odel d e n o m in a to r ,
DM = [aj2 -ia)D1k 2 - c | k 2 ](iw +D 2k 2) = (V -212a)
= ico "Hu —) k- -itoc^k - ioj (  ^ ^—)-^— k ^ >
(V-212b)
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o n ly  d i f f e r s  f ro m  t h e  t r u e  t h e r m a l  v i s c o u s  d e n o m in a to r ,  DTV, 
e q u a t i o n ,  by  one te rm .  T h is  te r m  f o r  t h e  m odel d e n o m in a to r  
i s  :
- i u) (D£ +  (V -213a)
P v  p 
and f o r  t h e  t r u e  d e n o m in a to r  i s
-iojD£ ^ k 4 . (V -213b)
These  two te rm s  a r e  e q u a l  when t h e  s p e c i f i c  h e a t s  a r e  e q u a l :
Cp = Cv , (V -214a)
o r  when t h e  l o n g i t u d i n a l  v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t  i s  e q u a l  
to  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t :
D£ = ■£-. (V -214b)
F o r  e i t h e r  o f  t h e  above  c a s e s  t h e  m odel d e n o m in a to r  i s  e q u a l  
to  t h e  t r u e  d e n o m in a to r .  O th e r w i s e ,  t h e  m odel d e n o m in a to r  
d i f f e r s  by  one te r m  o n ly  w h ic h  d i s p l a y s  t h e  c o r r e c t  f u n c t i o n a l  
fo rm  o f  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  w i t h  t h e  c o r r e c t  com plex  fo rm  
o f  c o e f f i c i e n t s . Thus t h e  m odel d e n o m in a to r  i s  s u p e r i o r  to  
t h e  a p p r o x im a te  w avenum ber o r  f r e q u e n c y  f a b r i c a t e d  d en o m in a­
t o r s  an d  p o s s e s s e s  m a n a g e a b le  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  r o o t s .
S in c e  t h e  m odel d e n o m in a to r  i s  t h e  p r o d u c t  o f  a  damped 
wave ty p e  d e n o m in a to r  an d  a  d i f f u s i o n  ty p e  d e n o m in a to r ,  i t
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e x h i b i t s  b o t h  damped wave ty p e  r o o t s  a n d  d i f f u s i o n  ty p e  
r o o t s .  R e p la c in g  t h e  l o n g i t u d i n a l  v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t  
i n  t h e  damped wave ty p e  r o o t s  e q u a t i o n  w i t h  t h e  t h e r m a l -  
v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t ,  an d  a l s o  r e p l a c i n g  t h e  t r a n s ­
v e r s e  v i s c o u s  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  i n  t h e  d i f f u s i o n  ty p e  
r o o t s  e q u a t i o n  w i t h  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  y i e l d s  t h e  t h e r m a l -  
v i s c o u s  m odel d e n o m in a to r  r o o t s ,  a s  f o l l o w s :
100k  = - k 2 =
m  m -rr 4 ,  2 —22 c^+co D-^
_ i | / - c|+ l/c^+oj2D^) , (V -2 1 5 a ,b )
k^ — k ^  -  ( 1 - i ( V - 2 1 5 c , d )  
m m  2
m/ e 2u2  ,.2D? , DnW1 c£k - -Z T k + i k  , (V -215e)
m
= - / c 2'-2 " 1 " Xl-2
Df /. D,
a)2 V c |k ^ -  k* + i - ^ k  , (V -2 1 5 f)
w3 = i D 2k 2 . (V -215g)
m
The t h e r m a l - v i s c o u s  m odel d e n o m in a to r  i s  u s e f u l  s i n c e  
i t  p r o v id e s  a  m eans o f  a p p r o x im a t in g  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n  in  
wavenumber an d  f r e q u e n c y  domain w h ich ,  due to  t h e  r e l a t i v e l y  
s im p le  fo rm s o f  t h e  m odel w avenum ber an d  f r e q u e n c y  p o l e s ,  may
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be r e a d i l y  t r a n s f o r m e d  a n a l y t i c a l l y  to  a l t e r n a t e  d o m a in s .
The t r u e  t h e r m a l - v i s c o u s  G r e e n 's  f u n c t i o n s  may b e  t r a n s f o r m e d  
to  e i t h e r  s p a c e ,  a n d  f r e q u e n c y  dom ain by  a  w avenum ber i n t e g r a ­
t i o n  o r  to  wavenum ber an d  t im e  dom ain by a  f r e q u e n c y  i n t e g r a ­
t i o n .  H ow ever, t h e  e x a c t  w avenum ber a n d  f r e q u e n c y  p o l e s ,  
w h ich  a r e  m a jo r  f a c t o r s  d e t e r m in i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  r e s p e c ­
t i v e  i n t e g r a t i o n s ,  a r e  o f  s u c h  c o m p l i c a t e d  fo rm s t h a t  t h e y  
r e n d e r  a  f u r t h e r  f r e q u e n c y  o r  w avenum ber t r a n s f o r m a t i o n  o f  
th e  G r e e n 's  f m c t i o n s  to  s p a c e  an d  t im e  dom ain a n a l y t i c a l l y  
i m p o s s i b l e .  F u r th e r m o r e  t h e  c o m p l i c a t i o n  i s  u n m e r i t e d  b e c a u s e  
th e  e n t i r e  t h e r m a l - v i s c o u s  a n a l y s i s  i s  b a s e d  on l i n e a r l y  
a p p r o x im a te d  e q u a t i o n s .  The m odel G r e e n 's  f m c t i o n s  i n  
wavenumber an d  f r e q u e n c y  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f i v e  b a s i c  
t h e r m a l - v i s c o u s  G r e e n ’s f m c t i o n  fo rm s r e s u l t  when t h e  m odel 
d e n o m in a to r  i s  s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  t r u e  d e n o m in a to r :
G0 (£ » “ ) “ EH* (V -216a)m
(V -216b)





F i n a l l y ,  one o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  r e s u l t s  s h o u ld  b e  
n o t e d .  As i t  h a s  b e e n  shown a b o v e ,  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  so u n d
by t h e  f o r m u la  ( V - 8 3 ) . H ow ever, t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  v a l u e  
c i n  t h e  d e n o m in a to r  o f  t h i s  f o r m u la  c a n n o t  b e  j u s t i f i e d  o t h e r  
th a n  i n  te rm s  o f  p u r e l y  d im e n s io n a l  a n a l y s i s  w h ich  r e n d e r s  
t h e  f o rm u la  c i t e d  i n c o r r e c t .  The so u n d  wave i n t e n s i t y  d e c r e a s e  
i n  t im e  can  b e  a c c u r a t e l y  e v a l u a t e d  when t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  
damping c o e f f i c i e n t  a s  e x p r e s s e d  b y  (V -210) i s  a p p l i e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  m an n er:
G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  a n d  f r e q u e n c y  dom ain may be 
e x p r e s s e d  a s  t h e  s i m p l i f i e d  i n v e r s e  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s f o r ­
m a t io n s  o f  t h e  w avenum ber an d  f r e q u e n c y  dom ain r e p r e s e n t a t i o n s . 
The r e s u l t i n g  w avenum ber i n t e g r a l  fo rm s o f  t h e  t r u e  G r e e n 's  
f u n c t i o n s  a r e :
a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  i s  recom m ended i n ^ ^  t o  b e  p e r fo r m e d
e (V -217)
( i i )  S p ace  a n d  f r e q u e n c y  dom ain . The t h e r m a l - v i s c o u s
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G ( ? , U) = — L _  f d k k e i k r --------- ---------^ k l ------
i^ir r  " V c£+ i  D ^ C k ^ - k J X k ^ - k p
 5 ------^ -----------  l i \  (V -218b)
i4ir rD 2 (c |+ iw D ^)
i k r  k^Go ( r  ,o>) — ----- *— J dk k e  --------- *----------------*— *----- *— y
i4ir r  ^  -D jC c J+ iw D ^  ( k z - k j )  ( k Z-k ^ )
— 2 -------- ^ ----------  I*  (V -218c)
47r ^ r D 2 (c ^ + ia ) D 1 ) x
G g(r,w ) = - i to G -^ r  , oj) , (V -218d)
G ^ ( r , 03) = io3G2 ( r ,o j )  . (V -218e)
The r e q u i r e d  i n t e g r a t i o n  fo rm  i s  e v a l u a t e d  b y  com plex  c o n t o u r  
i n t e g r a t i o n  a s su m in g  t h a t  t h e  w avenum ber p o l e s  a r e  l o c a t e d  
i n  t h e  com plex  w avenum ber p l a n e .  The m odel w avenum ber p o l e s  
a r e ,
» k 2 n + l  I k r  - i k  | r  1 ,  - i k , | r |
Tn  _ | j , .  r  u r  r, 2n .  1 1 1 ,_2n _ 3 ' 1 n
1 - — 2— 2---2— 2---1— i-----2— T ~ Lk i e - ko e J
L  ( k Z- k f ) ( k 2 - k 2 ) I r |  ( k j - k | )  1 3
(V -219)
By s u b s t i t u t i n g  t h e  m odel w avenum ber r o o t s  f o r  t h e  a c t u a l
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wavenum ber r o o t s  i n  t h e  i n t e g r a t i o n  fo rm , t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  
G r e e n 's  f u n c t i o n s  may b e  a p p r o x im a te d  i n  s p a c e  a n d  f r e q u e n c y  
domain b y  th e  t h e r m a l - v i s c o u s  m odel G r e e n 's  f u n c t i o n s .  S in c e  
th e  i n t e g r a t i o n  shows e x p o n e n t i a l  d e p e n d e n c e  on t h e  w avenum ber 
r o o t s  a n d  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  m odel w avenum ber r o o t s  a r e  
a n a lo g o u s  to  t h e  damped wave w avenum ber r o o t s  and  t h e  d i f f u ­
s i v e  w avenum ber r o o t s ,  a n a lo g o u s  co m p lex  m o d e l w avenum bers may 
be  d e f i n e d .  R e p la c in g  t h e  l o n g i t u d i n a l  v i s c o u s  dam ping c o e f f i ­
c i e n t  w i t h  t h e  t h e r m a l  v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t  y i e l d s  t h e  
com plex  m odel wave w a v en u m b er :
w i th  t h e  r e a l  an d  im a g in a r y  p a r t s  b e i n g  as  f o l l o w s :
S i m i l a r l y  t h e  com plex  m odel d i f f u s i o n  w avenum ber i s  e q u a l  to  
th e  com plex  d i f f u s i o n  w avenum ber w i t h  t h e  t h e r m a l ,  r a t h e r  th a n  






k d = / r f F ’ (V -221b)m 2
k d "  \ /z $ r*  (V -221c)m z
The damped wave a n d  d i f f u s i o n  a s p e c t s  o f  t h e  t h e r m a l -  
v i s c o u s  m odel G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  a n d  t im e  dom ain may 
be d i s p l a y e d  by  e x p r e s s i n g  t h e  G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  te rm s  o f  
com ponents  o f  t h e  com plex  m odel wave and  d i f f u s i o n  w a v e n u m b e rs :
- K  >r l "kw lr l - k d lr l - i k 'd I
Gq ( r ,w )  = ------------------------------   [ e m e m - e  m e m
m 4ir|r |  u ) [ c | - i ( D 1-D2)aj]
(V -222a)
G, ( r ,w )  = 
m 4 tt | r  | [ c ^ - i ( D 1 -D2) w]
4 - k ' IrI-c^a) + i c ^  (2D^-D2) a) +D^(D^-D2) o) ^ m
/ _ 4 1 p.2 2\
1 r |
m




G2 ( r  , oj) =
m
1
T Z4 i r | r |  [ c ^ - i ( D 1 -D2)co]
i c | a i 3+ c ^ (3 D 1-D2 )o)4 - l c | ( 3 D 1-2D2)a)5 - D |( D 1-D2) u 6
( c 4+ D ^ o j2 ) 2
- K  l r l _ ik w 
x e m e m
- k ^  | r  | - i k "  | r  | 
x e m e m
c2a)2+ i ( D 1 -D2)w 3




G, (r,co) = iwG2 ( r  ,o)) . 
m m
(V -227e)
Each  G r e e n 's  f u n c t i o n  p o s s e s s e s  a  s e p a r a t e  e x p o n e n t i a l  d e p e n ­
dency on t h e  m odel wave w avenum ber an d  t h e  m odel d i f f u s i o n  
wavenum ber w h ic h  a r e  a n a lo g o u s  to  t h e  e x p o n e n t i a l  te rm s  o f  
t h e  damped wave G r e e n 's  f u n c t i o n s  an d  t h e  d i f f u s i v e  G r e e n 's  
f u n c t i o n s  r e s p e c t i v e l y .  The wave ty p e  e x p o n e n t i a l s  a r e  more 
o s c i l l a t o r y  a s  t h e y  d ecay  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  th a n  th e  
d i f f u s i o n  ty p e  e x p o n e n t i a l s .  A d e c r e a s e  i n  t h e  f r e q u e n c y  o r  
th e  t h e r m a l - v i s c o u s  dam ping c o e f f i c i e n t  t e n d s  to  i n c r e a s e  t h e  
o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  a n d  d e c r e a s e  t h e  r a d i a l
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d ecay  o f  t h e  wave ty p e  e x p o n e n t i a l s .  The d i f f u s i o n  ty p e  
e x p o n e n t i a l s  a l s o  p e n e t r a t e  f a r t h e r  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  
as  t h e  f r e q e u n c y  i s  d e c r e a s e d ,  h o w e v e r ,  t h e y  do so  w i t h o u t  
c h a n g in g  o s c i l l a t o r y  fo rm ,  an d  th e  same te n d e n c y  i s  p ro d u c e d  
by an i n c r e a s e  i n  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t .  The 
i n t e r a c t i o n  o f  t h e  wave ty p e  an d  d i f f u s i o n  t y p e  b e h a v i o r s  o f  
th e  m odel G r e e n 's  f u n c t i o n s  i s  d i s p l a y e d  by  t h e i r  a s s o c i a t e d  
c o e f f i c i e n t s ,  D-^  a n d  D2 , r e s p e c t i v e l y .  C o u p l in g  o f  t h e  two 
e f f e c t s  i s  shown b y  t h e  a p p e a r a n c e  o f  b o t h  d i f f u s i o n  c o e f f i ­
c i e n t s  i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  e a c h  e x p o n e n t i a l  t e r m  an d  i n  t h e  
f r e q u e n c y  p o l e :
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w h ich  i s  common t o  a l l  G r e e n 's  f u n c t i o n s .  T h is  f r e q u e n c y  p o l e  
i n  p a r t i c u l a r  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  r e l a t i v e  m a g n i tu d e s  o f  t h e  
t h e r m a l - v i s c o u s  dam ping an d  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t s  
a r e  i m p o r t a n t  s i n c e  t h e  s i g n  o f  t h e  f r e q u e n c y  p o l e  d ep en d s  on 
w h ich  c o e f f i c i e n t  i s  l a r g e r .  The G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  
and  t im e  dom ain a r e  e q u a l  t o  i n t e g r a t i o n s  o v e r  a l l  f r e q u e n c i e s  
and  t h e r e f o r e  may b e  e x p e c t e d  to  r e f l e c t  w h ich  o f  t h e  d i f f u s i o n  
c o e f f i c i e n t s  i s  l a r g e r .
The m odel G r e e n 's  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  
a l s o  show s p h e r i c a l  s p r e a d i n g  an d  th e  e f f e c t  o f  t h e  e x c i t a t i o n  
modes as  much as  t h e  damped wave ty p e  an d  d i f f u s i v e  ty p e  G r e e n 's  
f u n c t i o n s  d o .
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( i i i )  Wavenumber a n d  t im e  do m ain .  The t h e r m a l - 
v i s c o u s  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber  a n d  t im e  domain a r e  
e q u a l  t o  t h e  i n v e r s e  t e m p o r a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber  a n d  t im e  domain r e s u l t i n g  i n  
t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l  f o r m s :
00
G0 ( £ , t )  -  f  | |  e i u t  -------------------- - -------------------- 1 1 7  x2-  <V-224a)
Jc  i [ (o j - o j - l )  ( o j - o j 2 ) (W -0 J3 )  ]
G , ( E . t )  = I e i w t  -----------------^ l \ ,  (V-224b)
i ( 0 0- 0)2 ) ( w“a)3) 3
G2 ( S , t )  = k 4G0 ( i c , t ) ,  (V-224c)
GoCit.t)  = ]  7 7  e i w t  ---------------- ^ ---------------  = i d  I ? ,  (V-224d)
iECoo-o)-^) (o)-o)2 ) (o)-co3 ) ]
G4 ( £ , t )  » k ^ c f c . t )  . (V-224e)
S i n c e  a l l  o f  t h e  f r e q u e n c y  p o l e s  p o s s e s s  p o s i t i v e  i m a g i n a r y  
p a r t s  t h e  i n t e g r a t i o n  fo rm  i s  a  c a u s a l  f u n c t i o n  o f  t i m e :
I n  = l 2
f do) oo11 e 10Jt   _ i U ( t ) ^ = (  1
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1 I . C O 3  t
R a t h e r  t h a n  t o  e v a l u a t e  t h e  t h e r m a l  v i s c o u s  G r e e n ' s  f m c t i o n s  
by s u b s t i t u t i n g  t h e  c o m p l i c a t e d  t r u e  f r e q u e n c y  r o o t s  i n  t h e  
above i n t e g r a t i o n  fo rm ,  i t  may be  f e a s i b l e  t o  u s e  t h e  model  
f r e q u e n c y  r o o t s  ( V - 2 1 5 f , g )  a n d  e v a l u a t e  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  
model  G r e e n ' s  f m c t i o n s ,  w h ic h  a r e  s i m p l e r  a p p r o x i m a t i o n s  o f  
t h e  t r u e  G r e e n ' s  f m c t i o n s .
a r e  a n a l o g o u s  t o  t h e  damped wave t y p e  f r e q u e n c y  r o o t s ,
m
and t h e  m odel  f r e q u e n c y  r o o t ,  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  d i f f u ­
s i o n  t y p e  f r e q u e n c y  r o o t .  T h e r e f o r e ,  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  
o f  t h e  com plex  f r e q u e n c y  may b e  d e f i n e d  f o r  t h e  m ode l  f r e q u e n c y  
r o o t s , w h ic h  w i l l  d i s p l a y  t h e  e x p o n e n t i a l  t e m p o r a l  d e c ay  and  
o s c i l l a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m ode l  G r e e n ' s  f m c t i o n s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  a  c o m b i n a t i o n  o f  wave an d  d i f f u s i o n  b e h a v i o r .  
The f i r s t  a n d  s e c o n d  f r e q u e n c y  r o o t s  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  damped 
wave f r e q u e n c y  r o o t s  an d  t h e r e f o r e  d i s p l a y  m d e r d a m p e d ,  c r i t i ­
c a l l y  damped an d  o v e rd am p ed  fo rm s  w h ic h  s h o u l d  b e  e x a m in e d  
s e p a r a t e l y .  The t h i r d  f r e q u e n c y  r o o t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
d i f f u s i o n  f r e q u e n c y  r o o t  and  may be  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
complex  m ode l  d i f f u s i o n  f r e q u e n c y :






The r e a l  an d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  co m plex  m ode l  f r e q u e n c y  
a r e  d e f i n e d  by r e p l a c i n g  t h e  t r a n s v e r s e  v i s c o u s  d i f f u s i o n  
c o e f f i c i e n t  a n d  t h e  com ponents  o f  t h e  com plex  d i f f u s i o n  
f r e q u e n c y  w i t h  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t ,  D2 , w h ich  
y i e l d s :
f o r  e a c h  damping fo rm  by r e p l a c i n g  t h e  l o n g i t u d i n a l  v i s c o u s  
damping c o e f f i c i e n t ,  D^, o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  co m plex  damped 
components  w i t h  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t ,  D- .^
forms o c c u r  when t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t  o r  
wavenumber  a r e  s m a l l  a s  shown by  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y :
t h e  r e s u l t i n g  fo rm  o f  t h e  com plex  m odel  wave f r e q u e n c i e s  1 
r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  a r e :




The com plex  m odel  wave f r e q u e n c y  com ponen ts  may be  d e f i n e d
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w hich  r e l a t e  t o  t h e  u n d e rd am p ed  m odel  wave f r e q u e n c y  p o l e s  
as f o l l o w s :
W1 = ~“w +  itow ’ (V-229a)m m  m
oo0 = -oo" +  ioo1 , (V-229b)w wm m m
by a n a l o g y  w i t h  t h e  u n d e rd a m p e d  wave t y p e  e q u a t i o n s . The 
r e s u l t i n g  t e m p o r a l l y  underd am p ed  m ode l  G r e e n ' s  f m c t i o n s  d i s ­
p l a y  b o t h  u n d e rd am p ed  wave a n d  d i f f u s i o n  c h a r a c t e r i s t i c s :
Gq ( & , t )  = — j — ---------T~
m [ c | - D 2 (D1-D2) k Z]
X
-oo' t  s in(oo" t )  -io j  t
m r 1 _ _ _ /  „ . s , / Dl  ^  x m n 1 _ ml - j  cos(oow t ) + ( - j - - D 2) -------   ] - - j  e
k  m oo" kw m
(V-230a)
G, ( & , t )  =  ^ ~U ( t ) ----------5 -  x
m [c ^ -D 2 (D1-D2) k z ]
i *. sin(oo"  t )  , .




G4 ( ic , t )  = k 2GL ( £ , t ) .  (V-230e)
m m
The com plex  m odel  d i f f u s i o n  f r e q u e n c y  p o s s e s s e s  o n l y  a  r e a l
p a r t ,  , w h ic h  i s  c o n s p i c u o u s  i n  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  as  
m
g o v e r n i n g  t h e  t e m p o r a l  d e c ay  o f  t h e  d i f f u s i o n  t y p e  e x p o n e n t i a l s .  
The com plex  d i f f u s i o n  f r e q u e n c y ,  e q u a t i o n  ( V - 2 2 6 ) , shows t h a t  
t h e s e  t e rm s  d e c a y ,  w i t h o u t  t e m p o r a l  o s c i l l a t i o n s ,  more r a p i d l y  
i n  t im e  as  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  o r  t h e  wavenumber  a r e  
i n c r e a s e d .  The com plex  m odel  wave f r e q u e n c y ,  e q u a t i o n s  (V -2 2 8 a ,b )  
a p p r o p r i a t e  f o r  underd am p ed  G r e e n ' s  f u n c t i o n s ,  p o s s e s s e s  b o t h  
r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  w h ic h  g o v e r n  t h e  t e m p o r a l  d ec ay  and  
o s c i l l a t i o n s  r e s p e c t i v e l y  o f  t h e  wave t y p e  e x p o n e n t i a l s .  As 
t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t  o r  t h e  wavenumber  a r e  
i n c r e a s e d  and  t h e  c r i t i c a l  damping c o n d i t i o n  i s  a p p r o a c h e d ,  
t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  com plex  m odel  wave f r e q u e n c y  i n c r e a s e s  
and  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  d e c r e a s e s  t o w a rd s  a v a l u e  o f  z e r o .  
C o r r e s p o n d i n g l y  t h e  wave t y p e  t e rm s  d ec a y  more r a p i d l y  and
259
become l e s s  o s c i l l a t o r y  i n  t i m e .
The c r i t i c a l l y  damped m odel  G r e e n ' s  f u n c t i o n  form s  
a r e  a p p r o p r i a t e  when t h e  m odels  c r i t i c a l  damping c o n d i t i o n ,
i s  s a t i s f i e d .  F o r  t h i s  c o n d i t i o n  t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  
complex model  wave f r e q u e n c y  i s  e q u a l  t o  z e r o ,  a l t h o u g h  t h e  
r e a l  p a r t  i s  s t i l l  r e p r e s e n t e d  by e q u a t i o n  ( V - 2 2 8 a ) , an d  t h e  
r e s u l t i n g  c o i n c i d e n t  c r i t i c a l l y  damped m odel  wave f r e q u e n c y  
p o l e s  a r e :
The com plex  model  d i f f u s i o n  f r e q u e n c y  i s  u n e f f e c t e d  by  t h e  
t e m p o r a l  damping c o n d i t i o n  o f  t h e  wave f r e q u e n c y  r o o t s  and  
t h e r e f o r e  r e m a in s  a s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( V - 2 2 6 ) . As a  
r e s u l t  t h e  c r i t i c a l l y  damped m ode l  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  
wavenumber  and  t im e  domain d i s p l a y  a  c r i t i c a l l y  damped wave 
fo rm  an d  an  u n a l t e r e d  d i f f u s i o n  fo rm :
(V-231)
G0 ( Ic , t )
-0)' t  -U)j tw_ -> d„
£ 2 ^ 1 2 (V-233a)
“ wmL 9 " d. u 
x e m - D2k Z e m , (V-233b)
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Go ( £ , t )  = k 4GQ ( £ , t ) ,  (V-233c)
m m
Gn ( & , t )  = * U ( t )  [ ( c 2k 2 -D1D9k 4 ) + ( - c 2 & + D 9) k 4 x
m [ c ^ - D 2 (D1 -D2 ) k Z] 1  1 1 1 2  2
n ^ n  _a)TT t  _tjj^ t
+ - V ^ k 6 ) t ] e  m + k 4 e m , (V-233d)
G, ( & , t )  = k 2G, ( & , t ) .  (V-233e)
m m
E x p o n e n t i a l  t e m p o r a l  d e c a y  w i t h o u t  o s c i l l a t i o n  i s  c h a r a c t e r -  
s i t i c  o f  t h e  c r i t i c a l l y  damped wave a s  w e l l  a s  t h e  d i f f u s i o n  
b e h a v i o r .
The t e m p o r a l l y  overdam ped  m ode l  G r e e n ' s  f u n c t i o n  
forms o c c u r  f o r  l a r g e r  t h e r m a l - v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t  
o r  wavenumber  w h ic h  s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t y :
D29 1 9 (V-234)
I n  t h i s  c a s e  t h e  r a d i c a l  t e r m  o f  t h e  m odel  wave f r e q u e n c y  
r o o t s  becomes i m a g i n a r y  r e s u l t i n g  i n  a n o t h e r  r e a l  p a r t  o f  
t h e  com plex  m odel  wave f r e q u e n c y :
l i . 4  . 2 , 2
uww = V |-ZTk " ° l k  I (V-235)
mQ
i n  a d d i t i o n  t o  t h e  one  d e f i n e d  by  e q u a t i o n  ( V - 2 2 8 a ) , an d  t h e  
overdam ped  m odel  wave f r e q u e n c y  r o o t s  may be  e x p r e s s e d  a s :
261
0 ), = i ( a ) '  +  <o' ) ,  (V-236a)
m 0
to, = i ( t o ' +  to' ) .  (V-236b)w._ w 
tn ^^ 0
Two s e p a r a t e  o ve rdam ped  wave t y p e  d e c a y  t e r m s  r e s u l t ,  i n  
a d d i t i o n  t o  t h e  d i f f u s i o n  t y p e  d e c a y  t e r m ,  i n  e a c h  o f  t h e  
t e m p o r a l l y  o ve rdam ped  m odel  G r e e n ' s  f u n c t i o n s :
G ( £ , t )  = — 2----- ^ --------T -
Um [ c J - D 2 (D1 -D2 ) k Z]
-  ( to ' -  to ' ) tI I  ( - 2 - - D 9 )  ' ~ w _  w.
[ - 7  +r - r ? -] e
m m0 +
w_m,
> > 1  - ( t o 1 +  to' ) t
+  - [  -  . - X '  , ) - -  w-
7  ?
l r 1 "2” -  u 2 ' - \  .  "m "m-] e 0
w.m.
G-^  (k ,  t )  -  — j
‘0 
- U ( t )
m CC£-D2 (Di~D2)k ]
, (V-237a)
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G2 (& , t )  = k 4GQ ( & , t ) , 
m m
(V-237c)
G3 (k ,  t )  = — j TJ(t)
m TT[ c r D2 (D1 -D2) k  j
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COw_m,
) C0 , l r /  2 , 2
2 ? 1
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G, ( & , t )  = k 2G, (1c, t )  .
m m
(V-237e)
The f i r s t  e x p o n e n t i a l  wave t e r m  d e c a y s  more  s l o w l y  i n  t i m e  
t h a n  t h e  s e c o n d  b e c a u s e  i t  d e p en d s  on t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  
r e a l  p a r t s  o f  t h e  com plex  m ode l  wave f r e q u e n c y  r a t h e r  t h a n  on 
t h e  sum. As t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t  o r  t h e  
wavenumber i n c r e a s e ,  t h e  f i r s t  wave t y p e  e x p o n e n t i a l  d e c a y s  
more  s l o w l y  i n  t i m e  and  t h e  s e c o n d  wave t y p e  e x p o n e n t i a l  
d e c a y s  m ore  r a p i d l y .
I n  o r d e r  t o  d i s p l a y  t h e  u n d e rd am p ed ,  c r i t i c a l l y  
damped a n d  o v e rd am p ed  fo rm s  o f  t h e  wave t y p e  t e r m s  t h e  
t h e r m a l - v i s c o u s  m ode l  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber  and
263
t im e  domain h a v e  b e e n  d e r i v e d  f o r  e a c h  o f  t h e  t e m p o r a l  damp­
in g  c o n d i t i o n s .  S i n c e  t h e  damping c o n d i t i o n  c h a n g e s  w i t h  
c h a n g in g  wavenumber ,  an d  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  m odel  G r e e n ' s  
f u n c t i o n s  t o  s p a c e  an d  t im e  r e q u i r e s  i n t e g r a t i o n  o v e r  a l l  
r e a l  w avenum bers ,  i t  w ou ld  be  a d v a n t a g e o u s  t o  e x p r e s s  e a c h  
m odel  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  a  f u n c t i o n a l  fo rm  w h ic h  i s  v a l i d  
f o r  a l l  w avenum bers .  The m odel  f r e q u e n c y  r o o t s ,  e q u a t i o n s  
( V - 2 1 4 e , f , g ) , a r e  f u n c t i o n a l l y  v a l i d  f o r  a l l  wavenumbers  and  
a r e  shown i n  t h e  underd am p ed  fo rm .  The t h e r m a l - v i s c o u s  m odel  
G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber an d  t i m e  domain  i n  t e r m s  o f  
t h e  f u n c t i o n a l  fo rm s  o f  t h e  f r e q u e n c y  r o o t s  a r e  f u n c t i o n a l l y  
v a l i d  f o r  a l l  w avenum bers :
2 ±
- Di / 2 k " t  I  i ?
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G2 (k ,  t )  = k  Gq ( k ,  t )  , 
m m
(V-238c)
Go ( & , t )  = — 2 — ----------ij—
Jm [ c J - D ^ D j - D g ) ^ ]
-D-, /  2 k  t  2 2  4 !  9 9 A
+ e ( c £ k -  D - j ^ k  ) c o s (  l /c^k “ 7 j~k t )  +
A ,  - V c 2,.2 “ 1 . 4 . ,  „ , . 2 .o D, , D,D0  £ s in ( l /C n k  -  -7- k  t )  , -D0k  ti / /, 2 /- l , r . \ i 4 , 1 2 1 6 N £  4  t j i 4  2
'  £ '"2” 2^ —2— '   J + k e
2-----/„2, 2 D1 , 4 c £ k  k
(V-238d)
G4 ( & , t )  = k 2G, ( £ , t )  
m m
The wave r e l a t e d  t e r m s  o f  t h e s e  m odel  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  a u t o ­
m a t i c a l l y  t a k e  on t h e  c r i t i c a l l y  damped fo rm  when t h e  r a d i c a l  
t e rm  i s  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  t a k e  on t h e  overdam ped  fo rm  when 
t h e  r a d i c a l  t e r m  becomes  i m a g i n a r y .  The m a g n i t u d e  o f  t h e  
t h e r m a l - v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t  e f f e c t s  t h e  damping form 
and  t e m p o r a l  e x p o n e n t i a l  d e c a y  o f  t h e  wave t y p e  t e r m s  o f  t h e  
model  G r e e n ' s  f u n c t i o n s ,  an d  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  t h e r m a l  
d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  e f f e c t s  t h e  e x p o n e n t i a l  d e c a y  o f  t h e  
d i f f u s i o n  t y p e  t e r m s .  T h e r e f o r e ,  c h a n g i n g  t h e  r e l a t i v e
265
m a g n i t u d e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  c h a n g e s  t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  
o f  t h e  r e l a t e d  e f f e c t .  The t e m p o r a l  e x p o n e n t i a l  d e c a y  o c c u r s  
more s l o w l y  f o r  t h e  u nderdam ped  wave t e rm s  i f  t h e  t h e r m a l - 
v i s c o u s  damping c o e f f i c i e n t  i s  d e c r e a s e d ,  a n d  o c c u r s  m o s t  
s l o w ly  f o r  an  overdam ped  wave t e r m  when t h e  same d i f f u s i o n  
c o e f f i c i e n t  i s  i n c r e a s e d .  D e c r e a s i n g  t h e  t h e r m a l  d i f f u s i o n  
c o e f f i c i e n t  a lw a y s  c a u s e s  t h e  t e m p o r a l  e x p o n e n t i a l  d e c a y  o f  
t h e  d i f f u s i o n  t e r m s  t o  o c c u r  m ore  s l o w l y .
The wave t y p e  an d  d i f f u s i o n  t y p e  e f f e c t s  a r e  c o u p l e d  
by t h e  o c c u r r e n c e  o f  b o t h  o f  t h e  r e l a t e d  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  wave an d  d i f f u s i o n  t e r m s  and  
i n  t h e  wavenumber  p o l e s  o f  t h e  m odel  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  g i v e n
by,
c 2
k 2 = 1
W V
S in c e  t h e s e  wavenumber  p o l e s  w i l l  be  i m a g i n a r y  i f  t h e  t h e r m a l  
d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  t h e r m a l - v i s c o u s  
damping c o e f f i c i e n t  and  w i l l  be  r e a l  o t h e r w i s e ,  t h e  r e l a t i v e  
m a g n i t u d e s  o f  t h e  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t s  w i l l  h av e  a b a s i c  
e f f e c t  on t h e  m ode l  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  and  t im e  
domain w h ic h  a r e  i n v e r s e  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  
t h e  wavenumber a n d  t im e  domain r e p r e s e n t a t i o n s .  A s i m i l a r  
e f f e c t  was s u g g e s t e d  by  t h e  f r e q u e n c y  p o l e ,  e q u a t i o n  ( V - 2 2 3 ) , 
o f  t h e  s p a c e  a n d  f r e q u e n c y  domain  model  G r e e n ' s  f u n c t i o n s .
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V.4.10 Green's Functions--Diffusion
( i )  Wavenumber and  f r e q u e n c y  dom ain .  D i f f u s i o n  
ty p e  f i e l d  e q u a t i o n s  g o v e r n  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  t r a n s v e r s e  
v e l o c i t y  an d  v o r t i c i t y  an d  t h e  low t e m p e r a t u r e  t h e r m a l - v i s c o u s  
t e m p e r a t u r e  f l u c t u a t i o n .  From t h e s e  f i e l d  e q u a t i o n s  b o t h  
im p u ls e  an d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  w ave­
number a n d  f r e q u e n c y  domain h a v e  b e e n  d e r i v e d ;  f o r  t h e  
t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  t h e y  a r e :
The t e n s o r i a l  p a r t  o f  t h e  i m p u l s e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n d i c a t e s  
t h a t  t h e r e s p o n s e  was i n  t h e  d i r e c t i o n  w h ich  i t  was f o r c e d  i n ,  
as  i s  i m p l i e d  by  t h e  s c a l a r  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  
F u r t h e r m o r e ,  t h e  K r o n e c k e r  d e l t a  i s  i n d e p e n d e n t  o f  domain  and  
i s  r e q u i r e d  o n l y  f o r  c o n v o l u t i o n ,  so t h a t  a  s c a l a r  i m p u l s e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  s u f f i c i e n t  f o r  r e p r e s e n t i n g  t h e  f l u c ­
t u a t i o n  b e h a v i o r  i n  a l t e r n a t e  d o m ain s :
ico+D. k
(V-240)
v t v t ioj+D^k^
(V-241)
Gv t ( i U )  -  ----- -— 7 .
io)+Dt k
(V-242)
Only  t h e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  n e e d  be 
e v a l u a t e d  i n  a l t e r n a t e  domains  s i n c e  t h e  v e l o c i t y  G r e e n ' s
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f u n c t i o n s  a r e  i d e n t i c a l  an d  t h e  low t e m p e r a t u r e  t h e r m a l - 
v i s c o u s  t e m p e r a t u r e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  d i f f e r  o n l y  by  t h e  
d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t .  The s c a l a r  i m p u l s e  a n d  i n i t i a l  c o n d i ­
t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  d i f f e r  o n l y  by  t h e  n u m e r a t o r s ,  w h ic h  
r e f l e c t  t h e  mode o f  e x c i t a t i o n .  The d e n o m i n a t o r s  d e r i v e  
from t h e  f i e l d  e q u a t i o n  o p e r a t o r s  an d  t h u s  d i s p l a y  t h e  
d i f f u s i v e  fo rm  by t h e  two o p p o s i t e  com plex  wavenumber  r o o t s :
( i i )  S p a c e  an d  f r e q u e n c y  d o m a in . The d i f f u s i v e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n s  may be  d e r i v e d  i n  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  domain 
as  t h e  s i m p l i f i e d  i n v e r s e  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  
t h e  n o n - d i r e c t i o n a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber  and  
f r e q u e n c y  dom ain .  The s i m p l i f i e d  i n t e g r a l  fo rm s  o f  t h e  
im p u l s e  an d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  a r e :
(V-243a)
(V-243b)









com plex Wavenumber p o le s  form s by a p p ly in g  th e  Cauchy r e s id u e  
theorem  to  a com plex  co n to u r  in t e g r a t io n ,  a s :
w h ic h  shows t h e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  wavenumber  p o l e s  and  
y i e l d s  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  s p a c e  an d  f r e q u e n c y  domain:
t h e  f l u c t u a t i o n  w i t h  r a d i a l  d i s t a n c e  due  t o  s p h e r i c a l  
s p r e a d i n g .
The e x p o n e n t i a l  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  r a d i a l  d i s t a n c e  
and  f r e q u e n c y  d e p e n d e n c e  o f  t h e  d i f f u s i v e  f l u c t u a t i o n  d e c a y  
and o s c i l l a t i o n  a s  d e t e r m i n e d  by  t h e  wavenumber  p o l e s .
An e x a m i n a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  fo rm  an d  t h e  w ave ­




1 - ( 1 + i )  /a)/2Dt  | r  |
(V-246a)
G . ^ ( r .co )  = - itoG ( r , w )  .
v uv
(V-246b)
The t e r m  1 r e p r e s e n t s  a  d e c r e a s e  i n  t h e  m a g n i t u d e  o f
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s h o u l d  be  d e f i n e d  a s  t h e  p r o d u c t  o f  i  an d  t h e  f i r s t  w ave ­
number  p o l e :
k d = i k l  = k d + i k d ’ (V-247a)







e q u a t i o n s  (V-247b)  and  (V-247c)  a r e  t h e  d i s s i p a t i o n  and  
o s c i l l a t i o n  wavenumbers  r e s p e c t i v e l y .  S i n c e  t h e y  a r e  e q u a l ,  
t h e  d i f f u s i v e  f l u c t u a t i o n  r e l a x e s  w i t h  an  e x p o n e n t i a l  r a d i a l  
d eca y  e x h i b i t i n g  l i t t l e  r a d i a l  o s c i l l a t i o n .  The r e l a x a t i o n  
form r e m a i n s  u n c h a n g e d  b u t  p e n e t r a t e s  f a r t h e r  i n  t h e  r a d i a l  
d i r e c t i o n  when e i t h e r  t h e  f r e q u e n c y  i s  d e c r e a s e d  o r  t h e  
d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  i s  i n c r e a s e d .  Ze ro  f r e q u e n c y  y i e l d s  
no e x p o n e n t i a l  d e c a y  o r  o s c i l l a t i o n ,  o n l y  s p h e r i c a l  s p r e a d ­
i n g .  I n  t e r m s  o f  t h e  d i f f u s i o n  wavenumber  c o m p o n e n t s ,  t h e  
d i f f u s i v e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  a r e :
-.v
4 tt I r  I e
■k d l r |  “ i k d l r  
e (V-248a)




w here  t h e  d i f f e r e n c e  i s  due t o  t h e  d i f f e r e n t  e x c i t a t i o n  m o d e s .
( i i i )  Wavenumber a n d  t im e  d o m a in . The d i f f u s i v e  
G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber  and  t im e  domain a r e  e q u a l  t o  
i n v e r s e  t e m p o r a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  wavenumber  
and f r e q u e n c y  domain  r e p r e s e n t a t i o n s  r e s u l t i n g  i n  t h e  f r e ­
quency  i n t e g r a t i o n s ,  a s  f o l l o w s :
The r e q u i r e d  f r e q u e n c y  i n t e g r a t i o n  may be  e v a l u a t e d  by a 
complex c o n t o u r  i n t e g r a t i o n  f o r  w h ic h  t h e  p o s i t i v e  i m a g i n a r y  
f r e q u e n c y  p o l e  r e s u l t s  i n  t h e  u n i t  s t e p  i n  t i m e ,  U ( t ) ,  and  
t h e  e x p o n e n t i a l  t e r m  i s :
The r e s u l t i n g  c a u s a l  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  i n  wavenumber  and  
t im e  domain a r e :
and d i s p l a y  t h e  wavenumber and  t im e  f l u c t u a t i o n  r e l a x a t i o n
G t ( £ , t )  
v c (V-249a)
G tTT Hr1-v uv
00




Gv  ( & , t )  = U ( t )  e (V-251a)
G ( £ , t )  = DTk 2 Gv t ( ^ , t ) , (V-251b)
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c h a r a c t e r i s t i c s  r e s u l t i n g  f rom  t h e  f r e q u e n c y  p o l e .  The 
e x p o n e n t i a l  t e r m  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  fo rm  an d  t h e  f r e q u e n c y  
r o o t  s u g g e s t  t h a t  t h e  d i f f u s i v e  f r e q u e n c y  b e  d e f i n e d  a s  
t h e  o p p o s i t e  o f  t h e  p r o d u c t  o f  i  an d  t h e  d i f f u s i v e  f r e q u e n c y  
r o o t :
wd = = “ d + ^ d ’ (V-252a)
w i t h  t h e  r e a l  an d  i m a g i n a r y  p a r t s  a s  f o l l o w s :
wd = Dt k 2 ’ (V-252b)
and
u>|J = 0. (V-252c)
The com plex  d i f f u s i v e  f r e q u e n c y  i n d i c a t e s  t h a t  
d i f f u s i v e  f l u c t u a t i o n s  r e l a x  e x p o n e n t i a l l y  i n  t i m e  w i t h  no 
t e m p o r a l  o s c i l l a t i o n  an d  d e c a y  more r a p i d l y  a s  t h e  w ave ­
number o r  d i f f u s i o n  c o e f f i c i e n t  a r e  i n c r e a s e d .
The d i f f u s i v e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  may b e  e x p r e s s e d  i n  
t e rm s  o f  t h e  d i f f u s i v e  f r e q u e n c y  a s :
Gv  ( & , t )  = U ( t )  e a  , (V-253a)
G .  ,_(ic, t)  = D .k 2 Gv t  ( & , t ) ,  (V-253b)
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w hich  r e f l e c t  t h e  d i f f e r e n t  modes o f  e x c i t a t i o n  by t h e i r  
d i f f e r e n c e s .
CHAPTER VI
A MATHEMATICAL MODEL FOR EVALUATION OF ENTROPY PRODUCTION 
IN AUTOMATICALLY CONTROLLED REFRIGERATION MACHINES
V I . 1 .  E x p l a n a t o r y  N o te s
T h i s  p a r t  o f  t h e  p r o j e c t  r e f l e c t s  t h e  m e th o d o lo g y  
and  d i s c u s s e s  some r e s u l t s  o f  a  r e s e a r c h  t h a t  h a s  b e e n  
c a r r i e d  o u t  o v e r  t h e  y e a r s ,  s t a r t i n g  a s  e a r l y  a s  1967 .  I t  
has  b e e n  i n i t i a t e d  by a n e c e s s i t y  t o  im prove  t h e  E n e rg y  
E f f i c i e n c i e s  o f  i n d u s t r i a l  Ammonia R e f r i g e r a t i o n  P l a n t s  i n  
t h e  S o v i e t  U nion  o f  w h ic h  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  way a p p e a r e d  t o  
be i m p l e m e n t a t i o n  o f  a u t o m a t i c  c o n t r o l  s y s t e m s .
T h i s  a u t h o r  h a s  a c t i v e l y  p a r t i c i p a t e d  i n  t h e  a f o r e ­
m e n t i o n e d  work  an d  e v e n  s u p e r v i s e d  s e v e r a l  i m p o r t a n t  p r o j e c t s .  
One p a r t  o f  t h o s e  p r o j e c t s  h a s  b e e n  c a r r i e d  o u t  a l o n g  t h e  
l i n e s  o f  e n g i n e e r i n g  d e s i g n  and  d e v e l o p m e n t .  The o t h e r  
p a r t  was s t r i c t l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s c i e n t i f i c  a s p e c t s  o f  
t h e  p r o b le m .  The r e s u l t s  o f  b o t h  h a v e  b e e n  e x t e n s i v e l y  
p u b l i s h e d ,  f o r  ex am p le  ( 2 6 ) ,  ( 2 7 ) ,  ( 2 8 ) ,  ( 2 9 ) ,  ( 3 0 ) ,  ( 3 1 ) ,
( 3 2 ) ,  e t c e t e r a .
The i n i t i a l  s c i e n t i f i c  a p p r o a c h  was b a s e d  upon  some 
s c i e n t i f i c  p a p e r s  t h a t  w ere  s p e c i f i c a l l y  d e v o t e d  t o  t h e  
p ro b le m s  o f  A u t o m a t i c  C o n t r o l  o f  R e f r i g e r a t i o n  M a c h in e s ,  
e . g .  ( 3 3 ) ,  ( 3 4 ) ,  ( 3 5 ) ,  ( 3 6 ) .  A r e v i e w  o f  t h e s e  p a p e r s  
and  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  t h e r e i n  r e v e a l e d  a n e c e s s i t y  t o
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r e f e r  more  e x t e n s i v e l y  t o  s p e c i a l  p u b l i c a t i o n s  w i t h  r e g a r d s  
to  s p e c i f i c  p r o b le m s  o f  A u t o m a t i c  C o n t r o l ,  s u c h  a s  ( 3 7 ) ,  ( 3 8 ) ,  
( 3 9 ) ,  w i t h  r e s u l t s  e n a b l i n g  u s  t o  c o n s t r u c t  a  f e a s i b l e  an d  
v a l i d  . m a t h e m a t i c a l  m odel  o f  t h e  p r o c e s s e s  b e i n g  c o n s i d e r e d .
The f o l l o w i n g  m e th o d o lo g y  h a d  b e e n  a d o p t e d .
(a )  B e c a u se  a  R e f r i g e r a t i o n  M ach ine  i s  a n  E n e rg y  
C o n v e r s io n  I n s t a l l a t i o n ,  i t s  e f f i c i e n c y  s h o u l d  b e  e v a l u a t e d  
by means o f  a p p l i c a t i o n  o f  c e r t a i n  E n e rg y  E f f i c i e n c y  C r i t e r i a .  
Of t h o s e  t h e  m o s t  r e p r e s e n t a t i v e  an d  p o w e r f u l  o n e s  s u c h  t h a t  
i n v o l v e ,  i n  one  form  o r  a n o t h e r ,  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  o f  
t h e  th e rm odynam ic  s y s t e m s  a n d / o r  p r o c e s s e s .
(b)  B e ing  A u t o m a t i c a l l y  C o n t r o l l e d  S y s t e m s ,  t h e  
R e f r i g e r a t i o n  M ach in es  p e r f o r m  th e rm o d y n a m ic  p r o c e s s e s  t h a t  
can  b e  c h a r a c t e r i z e d  a s  u n s t e a d y  o n e s ,  t h a t  i s  by  a  s e t  o f  
s t a t e  p a r a m e t e r s  t h a t  v a r y  t h r o u g h  t h e  c o u r s e  o f  t i m e .  F o r  
Ammonia R e f r i g e r a t i o n  M ach in es  t h o s e  v a r i a b l e s  a r e  t h e  
E v a p o r a t i o n  T e m p e r a t u r e  and  a l l  o t h e r  s t a t e  p a r a m e t e r s  t h a t  
a r e  f u n c t i o n a l l y  d e p e n d e n t  upon  t h i s  t e m p e r a t u r e  ( p r e s s u r e ,  
e n t h a l p i e s ,  p a r a m e t e r s  o f  t h e  c o m p r e s s i o n  and  t h r o t t l i n g  
p r o c e s s e s ,  e t c . ) .  I n  o r d e r  t o  c o n s i d e r  a l l  i m p o r t a n t  i n t e r ­
r e l a t i o n s  b e tw e e n  t h e s e  v a r i a b l e s ,  a s  w e l l  a s  a l l  i m p o r t a n t  
i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  r e s p e c t i v e  c o m p o n e n t s ,  s y s t e m s ,  and 
p r o c e s s e s  c o n s t i t u t i n g  t h e  R e f r i g e r a t i o n  M a c h in e ,  a  Dynamic 
Model o f  t h e  e n t i r e  R e f r i g e r a t i o n  S ys tem  m u s t  be  c o n s t r u c t e d .
(c )  T h i s  m odel  s h o u l d  b e  a p p l i e d  i n  s u c h  a  way t h a t  
e v a l u a t i o n  o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  f o r
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d i f f e r e n t  r e g i m e s  a n d  r a n g e s  o f  t h e  s t a t e  p a r a m e t e r s '  
v a r i a t i o n s  c a n  b e  p e r f o r m e d ,  an d  n u m e r i c a l  c h a r a c t e r i s ­
t i c s  o f  E n e rg y  E f f i c i e n c i e s  maj’- be  o b t a i n e d .  . I
A d e s c r i p t i o n  o f  t h i s  r e s e a r c h  a n d  a  b r i e f  
d i s c u s s i o n  o f  i t s  r e s u l t s  f o l l o w s .
V I . 2 .  Dynamic Model  o f  a  R e f r i g e r a t i o n  M ach ine  w i t h  
R e c i p r o c a l  C o m p re s s o r s  an d  F o r c e d - C i r c u l a t i o n  
D i r e c t  E v a p o r a t i o n  C o o l i n g  Sys tem
A t y p i c a l  R e f r i g e r a t i o n  M ach ine  b e l o n g i n g  t o  t h e  
g roup  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  b a s i c a l l y  c o n t a i n s  r e c i p r o c a t i n g  
c o m p r e s s o r s  ( o n e -  a n d / o r  t w o - s t a g e )  w i t h o u t  means  o f  i n t e r ­
m e d i a t e  c a p a c i t y  c o n t r o l ,  an d  f o r c e d - c i r c u l a t i o n  d i r e c t  
e v a p o r a t i o n  c o o l i n g  d e v i c e s ,  i . e .  c o o l i n g  c o i l s  t h r o u g h  
w h ich  ammonia i s  c i r c u l a t e d  by  a  c e n t r i f u g a l  pump, f ro m  a 
r e c e i v e r  c o n n e c t e d  w i t h  a l i q u i d  s e p a r a t o r .  The l a t t e r  i s  
c o n n e c t e d  w i t h  t h e  c o m p r e s s o r s '  s u c t i o n  l i n e ( s ) .  A t y p i c a l  
C o n t r o l  S ys tem  i s  u s u a l l y  d e s i g n e d  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  
"Recom m endat ions  f o r  D e s ig n  o f  A u t o m a t i c  C o n t r o l  f o r  R e f r i g ­
e r a t i o n  U n i t s  w i t h  F o r c e d - C i r c u l a t i o n  D i r e c t  E v a p o r a t i o n  
C o o l in g  S y s te m s "  , i n  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  w h ic h  t h i s  
a u t h o r  h a s  b e e n  a  p a r t i c i p a n t . *  Such  a  s y s t e m  p e r f o r m s  
t h e  f o l l o w i n g  m a in  f u n c t i o n s :
(1)  a u t o m a t i c  s t a b i l i z a t i o n  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  w i t h i n  
t h e  c o o l e d  s p a c e s ;
(2)  .change o f  t h e  c o o l i n g  p r o d u c t i o n  c a p a c i t y  i n
Vc
The a u t h o r  r e g r e t f u l l y  a d m i t s  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t e r m  
" s y s t e m s "  i n  t h i s  c o n t e x t .
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a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  h e a t  ( c o o l i n g )  l o a d  c h a n g e s ,  by means o f  
a u t o m a t i c  s t a r t - u p s  an d  s h u t - o f f s  o f  t h e  c o m p r e s s o r s  a c c o r d ­
in g  t o  r e s p e c t i v e  c h a n g e s  o f  t h e  e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e ;
(3)  c o n t r o l  o f  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  ammonia and  c o o l i n g  
w a t e r  c e n t r i f u g a l  pum p s ;
(4)  c o n t r o l  o f  t h e  l e v e l s  o f  l i q u i d  r e f r i g e r a n t  
w i t h i n  v a r i o u s  v e s s e l s  and  a p p a r t u s  o f  t h e  M ach in e ;
(5)  a u t o m a t i c  p r o t e c t i o n  o f  e q u ip m e n t  ( t r i p - o f f  
c o n t r o l ) .
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  m a t h e m a t i c a l  
m o d e l s ,  a o n e - s t a g e  ammonia r e f r i g e r a t i o n  u n i t  w i t h  c o l d  
s t o r a g e  cham bers  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d .  A f l o w  d i a g r a m  o f  t h e  
Machine i n d i c a t i n g  b a s i c  c o n t r o l  f u n c t i o n s  i s  p r e s e n t e d  i n  
F i g u r e  V I . 1 .
I t  s h o u l d  be  n o t e d  h e r e  t h a t  t h e  m e th o d o lo g y  f o r  a 
t w o - s t a g e  m a c h in e  m odel  d e v e lo p m e n t  i s  q u i t e  s i m i l a r  t o  t h e  
f o l l o w i n g  one  an d  t h e r e f o r e  h a s  n o t  b e e n  p r e s e n t e d  h e r e  i n  
any d e t a i l .
The m odel  u n d e r  d i s c u s s i o n  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  
a c c o r d i n g  t o  t h e  o b j e c t i v e s  o f  t h e  E v a p o r a t i o n  T e m p e r a t u r e  
c o n t r o l .  T h i s  a p p r o a c h  i s  c l e a r l y  r e f l e c t e d  i n  t h e  d i a g r a m  
o f  p a r a m e t r i c  i n t e r c o n n e c t i o n s  a s  shown i n  F i g u r e  V I . 2 .
T h i s  d i a g r a m  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  
p r i n c i p l e s  o f  l o g i c a l  ( i . e . ,  c a u s a l - c o n s e q u e n t i a l )  s e q u e n c e  
o f  t h e  h e a t -  an d  m a s s - t r a n s f e r  p r o c e s s e s  w h ic h  t a k e  p l a c e  i n  
v a r i o u s  com ponen ts  o f  t h e  m a c h i n e .  The d i r e c t i o n s  o f  l i n e s
L@
F i g u r e  V I .1 .
Flow Diagram o f  a  T y p i c a l  Ammonia R e f r i g e r a t i o n  Machine
N>"jCTi
M .
F i g u r e  V I . 2 .
D iagram o f  P a r a m e t r i c  I n t e r c o n n e c t i o n s
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i n d i c a t i n g  t h e  b a s i c  p a r a m e t r i c  i n t e r c o n n e c t i o n s  r e f l e c t  t h e  
d i r e c t i o n s  o f  t h e  h e a t  e n e r g y  t r a n s f e r  p r o c e s s e s  ( i . e . ,  f rom  
t h e  c o o l i n g  s p a c e  t o  t h e  s u r r o u n d i n g s ) , an d  o f  t h e  w o r k in g  
f l u i d  f l o w  ( i . e . ,  f ro m  t h e  c o o l i n g  d e v i c e s  t o w a r d s  t h e  
c o n d e n s e r )  , t h e  i n t e r - i n f l u e n c e  o f  t h e  p r o c e s s  v a r i a b l e s  
have  b e e n  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n .
B e c a u se  t h e  l i m i t s  o f  c h a n g e s  o f  t h e  m a in  w o r k in g  
p a r a m e t e r s  u n d e r  t h e i r  a u t o m a t i c  c o n t r o l  a r e  r e l a t i v e l y  s m a l l ,  
a  l i n e a r  model  o f  t h e  m a c h in e  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d .
The p a r a m e t r i c  i n t e r c o n n e c t i o n s  d i a g r a m  c o m p r i s e s  n i n e  
(9) e l e m e n t s  w h ic h  c h a r a c t e r i z e  t h e  m a in  p r o c e s s e s  b e i n g  
p e r f o r m e d  w i t h i n  a  r e f r i g e r a t i o n  m a c h in e ,  n a m e ly :  e l e m e n t s
1 and  2 - - h e a t  e x c h a n g e  i n  t h e  j t h  c o o l e d  s p a c e ;  e l e m e n t s  3,
4 , and  5 - - h e a t -  a n d  m a s s - t r a n s f e r  w i t h i n  t h e  complex  o f  
e v a p o r a t i o n  d e v i c e s  an d  means o f  f o r c e d  c i r c u l a t i o n ;  e l e m e n t s  
6 and  7 - - e n e r g y  t r a n s f e r  by ,  and  h e a t  e x c h a n g e  i n  t h e  k t h  
c o m p r e s s o r ;  e l e m e n t  8 - - h e a t  ex ch a n g e  i n  t h e  s u b c o o l e r ;  
e l e m e n t  9 - - h e a t  e x c h a n g e  i n  t h e  c o n d e n s e r .
C o n n e c t i o n s  b e tw e e n  t h e  p a r a m e t e r s  a r e  r e a l i z e d  
t h r o u g h  28 c h a n n e l s  o f  i n t e r a c t i o n s  w h ich  a r e  shown a s  d o t t e d  
l i n e s  w i t h i n  t h e  co m p o n e n ts .
F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  s i m p l i f i c a t i o n  t h e  f o l l o w i n g  
a s s u m p t i o n s  a r e  i n t r o d u c e d :
(1)  The t e m p e r a t u r e s  o f  t h e  c o o l e d  s p a c e s  a r e  
c o n s t a n t  (T ^ = c o n s t )  and  e q u a l  e a c h  o t h e r ;
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(2)  The t e m p e r a t u r e s  o f  c o n d e n s a t i o n  (T^) and
o f  t h e  s u r r o u n d i n g s  (T ) a r e  c o n s t a n t  ( a s  t h o s e  r e p r e s e n tO u i
t h e  h i g h  an d  low t e m p e r a t u r e  r e s e r v o i r s ) ;
(3)  The t e m p e r a t u r e  o f  t h e  l i q u i d  ammonia b e f o r e
e x p a n s i o n  v a l v e  (T ) i s  c o n s t a n t ;
(4)  The amount  o f  l i q u i d  ammonia c o n t a i n e d  w i t h i n  
t h e  s y s t e m  does  n o t  c h a n g e ;
(5)  S u p e r h e a t e d  ammonia o b ey s  t h e  e q u a t i o n  o f  
s t a t e  f o r  an  i d e a l  g a s ;
(6)  T h e r e  i s  no h e a t  l o s s  t h r o u g h  t h e  i n s u l a t i o n  .
« i n s  ’  °> '
(7)  The u n i t  i s  e q u i p p e d  w i t h  c o m p r e s s o r s  o f  one 
t y p e  an d  c a p a c i t y ;
(9)  The t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n t i a l  o f  t h e  ammonia
v a p o r  l e a v i n g  t h e  e v a p o r a t o r  an d  e n t e r i n g  t h e  c o m p r e s s o r
does  n o t  ch a n g e  = c o n s t )  .
The b a s i c  m e th o d  f o r  r e s e a r c h  o f  e n e r g y  e f f i c i e n c y  i s
d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  l o s s e s  o f  a v a i l a b l e  e n e r g y  ( a  t e r m  u s e d
i n  E a s t e r n  E u r o p e a n  l i t e r a t u r e  i s  " e x e r g y " ;  i t  i s  u s e d  a l s o
i n  a l l  p u b l i c a t i o n s  by  t h i s  au tho r ) .  T h i s  m e th o d  i s  b r o a d l y
d e s c r i b e d  i n  v a r i o u s  s o u r c e s ,  f o r  exam ple  i n  ( 4 1 ) ,  ( 4 2 ) ,  e t c .
B ec au se  t h e s e  l o s s e s  a r e  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v a l u e s
o f  e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e ,  an d  b e c a u s e  u n d e r  a u t o m a t i c
c o n t r o l  t h e s e  v a l u e s  u n d e r g o  c o n s t a n t  c y c l i c a l  e x p o n e n t i a l
(33)c h a n g e s  t h r o u g h  t i m e v ' ,  t h e  s a i d  c h a n g e s  h a v e  t o  be  i n t r o ­
duced  i n t o  th e rm o d y n a m ic  a n a l y s i s  and  c a l c u l a t i o n s .
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Main e n e r g y  l o s s e s  i n  a  r e a l  th e rm o d y n a m ic  c y c l e  
o f  a  R e f r i g e r a t i o n  M ach ine  a r e  due t o  t h e  f o l l o w i n g  f a c t o r s :  
- - i r r e v e r s i b i l i t y  o f  h e a t  e x c h a n g e  b e t w e e n  t h e  
b o i l i n g  r e f r i g e r a n t  a n d  t h e  c o o l e d  s p a c e  w i t h ,  a  f i n i t e  
t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n t i a l  ( I ^ ^ r ) ;
- - i r r e v e r s i b i l i t y  o f  t h e  t h r o t t l i n g  p r o c e s s  i n  t h e  
e x p a n s i o n  v a l v e ( s )  ;
- - h e a t  l o s s e s  t h r o u g h  i n s u l a t i o n  o f  t h e  p i p e s ,  
v e s s e l s ,  a n d  a p p a r a t u s  ( I n ^n g ) ;
- - i r r e v e r s i b i l i t y  o f  t h e  c o m p r e s s i o n  p r o c e s s  ( I n cm) ; 
- - h e a t  r e j e c t i o n  f ro m  t h e  c o m p r e s s o r  c y l i n d e r s  by  
t h e  c o o l i n g  w a t e r  ( I n  ) ;
C  vv
- - i r r e v e r s i b i l i t y  o f  h e a t  e x c h a n g e  i n  t h e  c o n d e n s e r  
w i t h  a  f i n i t e  t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n t i a l  ( I n  .
A l l  p r e v i o u s l y  s t a t e d  a s s u m p t i o n s  c o n s i d e r e d ,  i t  can  
be s t a t e d  t h a t  t h e  e x p o n e n t i a l  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  
a u t o m a t i c a l l y  c o n t r o l l e d  e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e  a f f e c t  t h e  
f o l l o w i n g  e n e r g y  l o s s e s :  I n ^ r  a n d  I n t ^ .  Those  c a n  b e  e v a l ­
u a t e d  by an  a n a l y s i s  o f  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i n  t h e  c o u r s e  o f  
r e s p e c t i v e  p r o c e s s e s .
C o n s i d e r  a  th e rm o d y n a m ic  c y c l e  o f  a R e f r i g e r a t i o n  
Machine  a s  shown i n  F i g u r e  V I . 3 .  The above  m e n t i o n e d  l o s s e s  
f o r  a  r e g u l a r  c y c l e  1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 1  a r e  c a l c u l a t e d  by  t h e  
f o r m u l a :
" i r - j  -  Te n v ASj ■
F i g u r e  V I . 3 .
Thermodynamic C y c le s  o f  a R e f r i g e r a t i o n  M achine
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where AS^ i s  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i n  t h e  c y c l e  b e c a u s e  o f  
t h e  i r r e v e r s i b i l i t y  o f  h e a t  e x c h a n g e  b e tw e e n  t h e  j t h  c o o l e d  
s p a c e  ( c a l l e d  a l s o  a  " c o l d  r e s e r v o i r " )  and  t h e  b o i l i n g  r e f r i g ­
e r a n t ;  t h e  v a l u e  o f  AS^ i n  e q u i l i b r i u m  can  be  fo u n d  f rom :
h 9-h/- h 0-h/-
AS. = - 4 — -  - - 4 — —  ( V l - l a )
3 x0 o b - j
The t h r o t t l i n g  p r o c e s s  i r r e v e r s i b i l i t y  l o s s e s  i n  e q u i l i b r i u m  
a r e  fo u n d  f ro m  t h e  f o r m u l a :
£n t h  -  Te n v i S t h  "  W W  • <V I ‘ 2 >
and t h e  l o s s e s  o f  c o m p r e s s i o n  i r r e v e r s i b i l i t y  i n  e q u i l i b r i u m  
a r e  f o u n d  f rom  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :
£ " a a  ”  Te n v i S cm “  W S3 ‘ S2 > • <V I - 3>
F o r  t h e  c y c l e  o f  a  r e f r i g e r a t i o n  m a c h in e  w h ic h  i n c o r ­
p o r a t e s  a u t o m a t i c  c o n t r o l  o f  e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e  (Tq) 
t h o s e  l o s s e s  a r e  f u n c t i o n s  o f  t h i s  p a r a m e t e r  a s  a  t i m e -  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e .
The f u n c t i o n a l  r e l a t i o n  may be  fo u n d
as  f o l l o w s  ( i t  s h o u l d  be  n o t e d  h e r e  t h a t  t h e  e n t i r e  f o l l o w i n g  
d e r i v a t i o n  i s  b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  a s e t  o f  s e v e r a l  
c o o l e d  s p a c e s - - c h a m b e r s  o r  t h e  l i k e - - c a n  be s u b s t i t u t e d  by 
one c o o l e d  s p a c e  o f  e q u a l  i n t e g r a l  t h e r m a l  c a p a c i t y  and
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w i t h  t h e  same t e m p e r a t u r e  TQb; c o n s i d e r i n g  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
d e v i a t i o n s  o f  t h i s  t e m p e r a t u r e  f rom  i t s  s e t t i n g  a r e  so s m a l l  
t h a t  we can  assum e a s t e a d y - s t a t e  c o n d i t i o n  f o r  t h e  c o o l i n g  
s p a c e ,  t h e  s t a t e d  a s s u m p t i o n  seems t o  be i n  f u l l  co n fo rm a n c e  
w i t h  t h e  e a r l i e r  s t a t e d  s i m p l i f i c a t i o n s ) . I t  i s  a l s o  assum ed  
t h a t  Tq does  n o t  v a r y  a l o n g  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s .
C o n s i d e r  two i n s t a n t s  o f  t im e  i n  t h e  p r o c e s s  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  Tq c h a n g e  w i t h  t h e  c o m p r e s s o r  on .  Those  i n s t a n t s  
d i f f e r  by an  i n f i n i t e s i m a l  t i m e  v a l u e  d t .  At t h e  i n s t a n t  
d e n o te d  a s  t  t h e  c y c l e  p e r f o r m e d  i s  1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 1  w i t h  
t h e  t e m p e r a t u r e  Tq , a t  t h e  n e x t  moment d e n o t e d  a s  ( t + d t )  
t h e  c y c l e  becomes 1 ' - 2 ' - 3 " - 4 - 5 - 6 - 7 ' - 1 1 w i t h  e v a p o r a t i o n  
t e m p e r a t u r e  (Tq^ T q) w here  dTQ i s  a n  i n f i n i t e s i m a l  ch a n g e  i n  
t h e  v a l u e  o f  Tq t h r o u g h  t h e  t im e  d u r a t i o n  d t .  Assuming t h a t  
a t  any  s i n g l e  moment some q u a s i - e q u i l i b r i u m  c y c l e  i s  p e r ­
form ed,  we c an  a p p r o x i m a t e l y  d e f i n e  an  i n f i n i t e s i m a l  ch an g e  
i n  e n e r g y  l o s s e s  b e t w e e n  t h e  two a d j a c e n t  c y c l e s  t h r o u g h  
t im e  d t  a s  f o l l o w s :
d” i r  -  " i r - l  - " i r - 2 -  <VI~4 >
By e x p r e s s i n g  and  IIj_r _2 t h r o u g h  t e m p e r a t u r e  Tq
and  r e s p e c t i v e  e n t h a l p i e s  we g e t :
h 9- h f- h 9 i —h/- h 9 - h 9 ■
dITi r  = (T^TtT  “ T0 ( t ) - d T 0 ( t )  “ Tob > • (V I ' 5)
E x p r e s s i o n s  f o r  v a r i a b l e  e n t h a l p i e s  i £  and  ±2 '
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t h r o u g h  Tq a r e  a s  f o l l o w s :
- - f o r  t h e  c y c l e  1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 1 :
h 2 = (C '+Cp - b ) T 0 ( t ) - 2 7 3 ( C ' + C p ) + P+Cp ATsph> (V I -6 )
w h e r e :
a , b  - c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  e m p i r i c a l  r e l a t i o n  
f o r  t h e  l a t e n t  h e a t  o f  e v a p o r a t i o n  w h ic h  r e a d s
Tq = a -bTg-cTQ ,  w h e re  Tq i s i n ° C ;
2
( t h e  v a l u e  o f  cTq i s  n e g l e c t e d  a s  an  i n f i n i t e ­
s i m a l  v a l u e  o f  h i g h e r  o r d e r ) ;
p = a+273b;  C' = c o n s t ;  Cp = c o n s t ,  
By i n t r o d u c i n g  f o l l o w i n g  n o t a t i o n s :
C'+C -b  = A, 
P
and
(,+V TSp h - 2 7 3 ( c ' + V  ' B '
we g e t :
h 2 -  ATq+B;
- - f o r  t h e  c y c l e  1 ' - 2 ' - 3 ' - 4 - 5 - 6 - 7  ' - 1 '  :
h 2 , = A[T0 ( t ) - d T Q( t ) ] + B .
By s u b s t i t u t i n g  t h e  o b t a i n e d  r e l a t i o n s  f o r  t h e  
v a r i a b l e s  i 2 and  i 2 , i n  t h e  e q u a t i o n  ( V I - 5 ) ,  and  by p e r f o r m i n g  
s u i t a b l e  c h a n g e s ,  we g e t :
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A dT0 ( t )dn .  = =2- dTn ( t )  -  C U9 (V I -7 )
^  O b  U T q
where  C = an d  d^0 * dIIi r  c an  a v o ^ d e d .  By i n t e g r a t i n g
( V I - 7) we g e t :
ATq ( t )
" i r  -  +  T^X ty  +  M> <V1- 8 >
where M i s  t h e  c o n s t a n t  o f  i n t e g r a t i o n ;  i t s  v a l u e  may be  
o b t a i n e d  by e q u a l i z i n g  t h e  l o s s e s  t o  z e r o  when t h e r e  i s  no
t e m p e r a t u r e  d i f f e r e n t i a l  b e tw e e n  t h e  b o i l i n g  r e f r i g e r a n t  and
t h e  c o o l e d  o b j e c t .  Thus ,  we f i n a l l y  g e t :
A(T0 ( t ) - T  , ) - C  .
* i r  -  -  P ': -  +  W -  (V I-9 )
To d e f i n e  t h i s  l o s s  w i t h i n  c e r t a i n  t e m p e r a t u r e  l i m i t s  
( f rom  T01 t o  Tq 2 ) i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  a  d e f i n i t e  
i n t e g r a l ,  t a k i n g  Tq a s  an  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e :
T02
Ki r ( c y ) GjA -  -  dT0 (V I -1 0 )
T Tq
i 0 1  u
I n t e g r a t i n g  we g e t :
“irCcy) -  <T0 2 -T0 1> < T ^ ‘
In  o r d e r  t o  o b t a i n  a  f u n c t i o n a l  r e l a t i o n  f o r  t h e  t h r o t t l i n g  
l o s s e s ,  n t h  = iK T q) , l e t  u s  e x p r e s s  t h e  v a l u e  o f  t h r o t t l i n g
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e f f i c i e n c y ,  nt ^ ,  b y  d i m e n s i o n l e s s  c r i t e r i a  K an d  M w h ic h  
a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  Tq :
T h is  e q u a t i o n  h o l d s  t r u e  i f  t h e  c o m p r e s s o r  h a s  a  d r y  s u c t i o n .
E x p r e s s i o n s  f o r  e v a l u a t i o n  o f  K a n d  M c a n  be  f o u n d  
e l s e w h e r e  i n  s p e c i a l  l i t e r a t u r e .
F o r  t h e  d e r i v a t i o n  o f  = (Tq) same m e th o d o lo g y
as f o r  t h e  d e r i v a t i o n  o f  I I = f (TQ) h a s  b e e n  u s e d .  T h e r e ­
f o r e ,  we s h a l l  o m i t  a l l  i n t e r m e d i a t e  o p e r a t i o n s  an d  p r e s e n t  
f i n a l  e q u a t i o n s  f o r  K and  M h a v i n g  b e e n  a r r i v e d  a t ,  a s  f o l l o w s
(V I -1 2 )
(V I-1 3 )
(V I-1 4 )
S u b s t i t u t i n g  f o r  K a n d  M i n  e q u a t i o n  (V I -1 2 )  we g e t :
(V I -1 5 )
K C K 0
C o m p u ta t io n  o f  t h e  mean i n t e g r a l  v a l u e  o f  rit ]ri( Cy) 
r e q u i r e s  i n t e g r a t i o n  o f  e q u a t i o n s  (V I -1 3 )  an d  (V I-1 4 )  w i t h i n
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t h e  same t e m p e r a t u r e  l i m i t s  a s  p r e v i o u s l y  s t a t e d .  Thus:
P - h T r r  -1 -I
KfT t =  T~" T---  ^ ( V I -1 6 )
0 1 ’ 02^ ^ K 01 K 02
M/t  T v = 2T (r -1v f  -  T- 1 , T ■) . (V I -1 7 )
(T0 1 ’T02; K T01+TK 02 K
By s u b s t i t u t i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  K and  M i n  t h e  
e q u a t i o n  ( V I - 12) a n d  by  d i v i d i n g  t h e  r e s u l t  by  t h e  d u r a t i o n  
o f  t h e  c o m p r e s s o r  w o r k i n g  t i m e  ( b e tw e e n  t h e  ’’s t a r t "  and  
" s t o p "  t e m p e r a t u r e s  Tq^ an d  Tq 2 ) an  e q u a t i o n  f o r  w h ic h  may 
be a p p l i e d  a s  g i v e n  i n  ( V I - 8 ) ,  we g e t :
nt h ( c y l )
a r [ — p i - Op-Aw — ) -  1]
r  u K~ 01 K 02
(V I-1 8 )
r -b> c 1______ 1___) = t  < 1 1____L P  * \« T «  «"P »TI r p  /  J - r p  V T  I T 1 T  I r p  /  J  1 A HH » p
^ K i 01 K 02 K i K+ i 01 K 02 i 0 2 " i b a £
U s in g  t h e  o b t a i n e d  e q u a t i o n  ( V I - 1 8 ) , t h e  mean i n t e g r a l  
v a l u e s  o f  may b e  c om pu ted  a s  a  p r o d u c t  o f  t h e  e f f e c t i v e  
work o f  a  r e v e r s i b l e  th e rm o d y n a m ic  c y c l e  ( t h a t  i s ,  a  r e v e r s e d  
C a rn o t  c y c l e )  ALg £ an d  t h e  v a l u e  o f  [ 1 - ’' ^ ( c y l )  J :
n t h  = ALe f  \ h ( c y l ) - (V I -1 9 )
The v a l u e  o f  ALg £ c an  be  com puted  a s  a mean i n t e g r a l  
v a l u e  o f  t h e  sum o f  work v a l u e s  o f  q u a s i - e q u i l i b r i u m  c y c l e s
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w i t h  e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e s  f ro m  Tq-^ t o  Tq 2 - The p r o c e d u r e  
o f  such  c a l c u l a t i o n  may be  a s  f o l l o w s :  t h e  r e s p e c t i v e  e x p o ­
n e n t i a l  c u r v e  p l o t t e d  on a  g r a p h  T -  t  i s  d i v i d e d  i n t o  n  e q u a l  
p i e c e s  (n=10-rl5 a p p r o x i m a t e l y ) ; f o r  e a c h  i t h  v a l u e  o f  Tq (Tq^) 
( i - 1 , 2 , . . . , n )  t h e  v a l u e s  o f  work  f o r  r e s p e c t i v e  c y c l e s ,  AL^, 
can  b e  com puted  by  c o n v e n t i o n a l l y  u s e d  m e th o d s  ( e . g . ,  ( 4 1 ) ,  
( 4 2 ) ) ;  a f t e r  t h a t  t h e  v a l u e  ALg £ w h ic h  a p p r o x i m a t e s  t h e  
r e a l  mean i n t e g r a l ,  i s  c a l c u l a t e d  by  t h e  f o r m u l a :
^ e f  = I  I ALi* (V I-2 0 )e r  n  i = o  1
A l l  t h e  e q u a t i o n s  w h ic h  h a v e  b e e n  d e r i v e d  an d  p r e ­
s e n t e d  ab o v e  h o l d  t r u e  f o r  s t e a d y - s t a t e  modes o f  p o s i t i o n a l  
c o n t r o l ,  t h a t  i s  when t h e  i n s t a n t a n e o u s  l o a d s  an d  c a p a c i t i e s  
a r e  c o n s t a n t .  T h a t  i s  u s u a l l y  n o t  t h e  c a s e ,  a t  l e a s t  o v e r  
c e r t a i n  f i n i t e  p e r i o d s  o f  t i m e .  When t h e  l o a d s  f l u c t u a t e  
w h ich  i n  f a c t  can  be  d e s c r i b e d  a s  o p e n i n g  and  c l o s i n g  o f  
r e f r i g e r a n t  c i r c u l a t i o n  t h r o u g h  t h e  c o o l i n g  d e v i c e s ,  a 
t r a n s i e n t  p r o c e s s  t a k e s  p l a c e  t h u s  c a u s i n g  t h e  c o n t r o l  mode 
t o  become an  u n s t e a d y  o n e .  T h i s  f a c t  w i l l  c h a n g e  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  l o s s e s  a c c o r d i n g l y .
The r e f r i g e r a n t  c i r c u l a t i o n  t h r o u g h  c o o l i n g  c o i l s  
s t a r t s  an d  s t o p s  d e p e n d i n g  upon  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  (T ^ )  v a l u e s  w i t h i n  a s e t t i n g  r a n g e .  Those  
a l s o  c o n s t i t u t e  c e r t a i n  t r a n s i e n t  p r o c e s s e s  f o r  w h ic h  
e q u a t i o n s  m u s t  be  d e r i v e d .
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T h i s  d e r i v a t i o n  i s  t o  b e  b a s e d  upon  an  a p p r o x i m a t i o n  
o f  t h e  e v a p o r a t i o n  s y s t e m  a s  c o n t a i n i n g  m s p a c e s  w i t h  lump 
c a p a c i t y  p a r a m e t e r s . The c i r c u l a t i o n  s t a r t  and  s t o p  a r e  
i n i t i a t e d  by i n s t a n t a n e o u s  o p e n i n g  and  c l o s i n g  o f  s o l e n o i d  
v a l v e s  on t h e  r e f r i g e r a n t  i n l e t  an d  o u t l e t  l i n e s  o f  t h e  
c o i l s .
I n  o r d e r  t o  s i m p l i f y  t h e  d e r i v a t i o n ,  t h e  f o l l o w i n g  
a s s u m p t i o n s  h a v e  b e e n  made:
- - h e a t  c a p a c i t i e s  ( o r  c a p a c i t y  c o e f f i c i e n t s ,  some­
t im e s  c a l l e d  " w a t e r  e q u i v a l e n t s " - - s e e , f o r  exam ple  (33)) o f  
a l l  c o o l i n g  c o i l s  ( e v a p o r a t o r s )  a r e  e q u a l  an d  c o n s t a n t :
Bi = B2  = . . .  = B^ = c o n s t ;
- - t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  t h e  e v a p o r a t o r  does  n o t  h av e
any i m p a c t  on  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  t r a n s i e n t  r e s p o n s e  p r o c e s s ;
- - t i m e  l a g s  i n  t h e  s y s t e m  a r e  n o t  b e i n g  c o n s i d e r e d .
The c o o l i n g  l o a d  ch a n g e  may b e  c h a r a c t e r i z e d  by
r e s p e c t i v e  c h a n g e s  o f  t h e  v a l u e s  (kF)^ and  B ^ ; t h e r e f o r e  we
s h a l l  a p p l y  t h e  e q u a t i o n  f o r  " c o m p r e s s o r  c y c l i n g "  a s  s u g g e s t e d
(33)by B. S. W e i n b e r g v , w i t h  i n c l u s i o n  i n  i t  o f  t h e  f o l l o w i n g  
summary v a l u e s :
m
kF = I ( k F ) .  = (kF) , (V I -2 1 a )
j = 0  3 m
m
B = I B. = B . (V I-2 1 b )
j  “ Q 3 ^
I f  m i s  t h e  number o f  e v a p o r a t o r s  w i t h  r e f r i g e r a n t
c i r c u l a t i n g  t h r o u g h  them,  t h e n  a r  = feK kF)m , an(j ^
m m
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At some i n i t i a l  moment o f  t i m e  d e n o t e d  by  t g  
c i r c u l a t i o n  t h r o u g h  a n  a d d i t i o n a l  ( n H - l ) - s t  e v a p o r a t o r  
s t a r t s ;  a t  t h i s . i n s t a n t  t h e  c a p a c i t y  c o e f f i c i e n t  B u n d e r ­
goes  a  s t e p  i n c r e a s e  i n  v a l u e  f rom  Bm t o  B/ . \ = (m + l )B . ,
R + ( k F ) ^  
and t h e  v a l u e  a „  becomes “ r ,  3
m (“ f l )  B (m+1)
Over an  i n f i n i t e s i m a l  p e r i o d  o f  t i m e  d t  ( t a k i n g  t g
as  a  s t a r t i n g  p o i n t )  t h e  e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e  c h a n g e  w i l l  
be dTg w h ic h  a c c o r d i n g  t o  B. S. W einbe rg  c a n  be  e x p r e s s e d  
as  f o l l o w s :
dT0 "  “ r O n + l ^ V W * -  <VI' 22a)
Here i s  t h e  v a l u e  o f  Tg w h ic h  c h a r a c t e r i z e s  a  q u a s i ­
s t e a d y  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  a t  any  g i v e n  moment ( s t a t e  o f  
b a l a n c e ) .
The e q u a t i o n  f o r  a  t r a n s i e n t  p r o c e s s  may b e  o b t a i n e d  
f rom t h e  e v a p o r a t i o n  s y s t e m  h e a t  t r a n s f e r  e q u a t i o n  c o n s i d e r ­
ing  t h e  t i m e l y  r a t e  o f  i n t e r n a l  e n e r g y  ch an g e :
dT. -|
<*RM -  QcL -  -T T 1 ' <VI- 22b>
w here  i s  t h e  c o o l i n g  c a p a c i t y  o f  t h e  r e f r i g e r a t i o n  m a c h in e ;  
and Qc^  i s  t h e  c o o l i n g  l o a d  a t  t h e  i n s t a n t  o f  d i s t u r b a n c e .
The t r a n s i e n t  p r o c e s s  a s  shown h e r e  i s  i n  f a c t  a 
f i c t i t i o u s  p r o c e s s  o f  c h a n g e  o f  t h e  q u a s i - s t e a d y  s t a t e
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t e m p e r a t u r e  f ro m  one  f i c t i t i o u s  i n s t a n t a n e o u s  s t e a d y - s t a t e  
to  a n o t h e r .
C o n s i d e r i n g ,  t h a t  = DTq + L (w here  D an d  L a r e  
t a b u l a t e d  c o n s t a n t  v a l u e s ) , a n d  Qc^  = (kF) (m +1)(To b “T0 ) ’ we 
g e t  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  (V I -2 2 b )  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
p a r a m e t e r  T ^ ^  i n  t h e  f o l l o w i n g  form :
Tb a l  [ TA+ 0 (m+ l ) ] e ’ a r (m + 1 ) , : - e (m+ l ) ’ W I - 2 3 )
where  i s  t h e  v a l u e  o f  Tb a l  when m e v a p o r a t o r s  a r e  b e i n g  
c i r c u l a t e d  t h r o u g h ,  and
S-  (kF) (m+]_)T0b 
(m+1) -  R+(kF) (n tf l )  ■
C o n s i d e r i n g  t h a t  i n  an  i n f i n i t e s i m a l  p e r i o d  o f  t i m e ,  
d t ,  t h e  c u r r e n t  v a l u e  o f  t h e  b a l a n c e  t e m p e r a t u r e  w i l l  become 
(T^a ^+dT^a ^) we p e r f o r m  n e c e s s a r y  o p e r a t i o n s  o v e r  t h e  e q u a t i o n  
(VI-23)  and  f i n a l l y  o b t a i n :
"HF+ a r ( m + l ) T0 = a r ( m + 1 ) { tTA+ 0 (m+1)] e  r (m+1) - 0 (m+i ) >  •
( V I -2 4 )
T h i s  i s  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  f i r s t  o r d e r ,  
and i t  m u s t  b e  s o l v e d  u n d e r  t h e  f o l l o w i n g  i n i t i a l  c o n d i t i o n s :  
a t  t  = 0, Tg = Tc , w h e re  Tc i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  a c t u a l  
e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e  a t  t h e  moment when c i r c u l a t i o n  
t h r o u g h  t h e  ( m + l ) - s t  e v a p o r a t o r  s t a r t s .  The s o l u t i o n  h a s
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been found in the following form:
t  -  f r  TT -i-fl I t  I  ^ (tn+1) rp -I a r ( m + l ) t  0 (m+1)
T0 - t“r(»fl)CTA-M(»fl)3t + S ^ J 7 +Tc>*
(V I -2 5 )
F o r  t h e  p u r p o s e  o f  e s t i m a t i n g  t h e  l o s s e s  a l o n g  t h e  
t r a n s i e n t  p r o c e s s  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  c u r v e  o f  e v a p o r a t i o n  
t e m p e r a t u r e  a s  shown i n  F i g u r e  V I . 4 .  The i n t e g r a l  v a l u e  o f  
l o s s e s  o v e r  t h e  p e r i o d  o f  t i m e  t  ^ ( b e f o r e  d i s t u r b a n c e )  c a n  
be com puted  by  i n t e g r a t i n g  ( V I -2 4 )  w i t h i n  t h e  l i m i t s  f ro m  
0 t o  t r l . As a  r e s u l t  we g e t :
\ h
l r B ( p - b T K) r x
^  p 0 lV t o i - V b
B ( p - b T K )
} -K  r  1    1
p 0 V T0 1 ' V B " V T ^ Q . / B l e x p M p ^ B ) ^ )  
V To i - ( Q i / B> exp ~ 1
p f CTK+ f 0 1 - Q i / B ]  '  CT K+ T 0 i - P i / B i p ( ( - p 0 y b ) t t )  ] }
(V I -2 6 )




F i g u r e  V I . 4 .
Change o f  E v a p o r a t i o n  T e m p e r a t u r e  i n  a T r a n s i e n t  P r o c e s s
294
where  i s  t h e  h e a t  e n t e r i n g  t h e  e v a p o r a t o r  ( c o o l i n g  l o a d ) .
The i n t e g r a l  v a l u e  o f  l o s s e s  o v e r  t h e  p e r i o d  o f  t im e
t r 2  can  b e  com puted  by s u b s t i t u t i n g  t h e  e q u a t i o n s  f o r  Tq, 
dT/->
(VI-25)  an d  -g-^- i n  t h e  e q u a t i o n s  f o r  K, ( V I - 1 3 ) , M, ( V I - 1 4 ) , 
and rit ^  (V I -1 5 )  , a f t e r  w h ic h  s u b s t i t u t i o n  by  i n t e g r a t i n g  
w i t h i n  l i m i t s  t  ^ t o  t r 2 , we g e t :
Pn
p i
bP 1 {r t + 0 1(1-1) - (m+1) n  I p (m+1)fx {[TA+9(in+1)](i t) Vm+i) c]
a p(m+l)
f  f r  r T  , n 9 (m+1) i_T l r  up ( m + l ) t  6 (m+l)v
d t  +  c i ;  (V I -2 8 )
K2 = (' P~bTK^” p (m+1) 
t  (T frc TT in It-i 0 (m+1) | t  1 " “ p O n + l ) 11 9 (m+l)
dt + C2 ; (VI-29)
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M2 '  2Tk a p(m+l)  x
P l  { [TA+0 (m+1) K l -  t )  -  C- —•m+1- +  T ] } e " a P (m+1) “A (jn+i; p (m+1) c
d t + C 3 ; (V I -3 0 )
C- ,^ C3 , and  a r e  t h e  c o n s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n  an d  c an  be 
found  f ro m  v a l u e s  o f  n^ r , K, and  M com puted  f o r  t h e  i n s t a n t  
o f  t im e  t r - .^
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  
p r e v i o u s l y  d e r i v e d  c o u l d  b e  p e r f o r m e d  o n l y  i f  m e th o d s  
o f  a p p r o x i m a t i o n ,  o r  c e r t a i n  n u m e r i c a l  m e th o d s ,  w ere  a p p l i e d .  
For  e s t i m a t i n g  t h e  mean i n t e g r a l  v a l u e s  o f  t h e  l o s s e s  ILr  and  
nt h  d u r i n g  t r a n s i e n t  p r o c e s s e s  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  a p p l y  a 
c o m b i n a t i o n  o f  g r a p h i c a l  an d  a n a l y t i c a l  m e t h o d s . Such
(29)c o m b i n a t i o n  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  by  t h i s  a u t h o r  an d  p u b l i s h e d  '
T h i s  m e th o d  p e r m i t s  u s  t o  o b t a i n  p r e l i m i n a r y  e s t i m a t e s  
o f  t h e  mean v a l u e s  o f  e n t r o p y  p r o d u c t i o n .  I t  does  n o t  t a k e  
i n t o  c o n s i d e r a t i o n  o t h e r  i m p o r t a n t  a s p e c t s  o f  t h e  e n t i r e  
sy s tem ,  s u c h  a s  dynamic i n t e r r e l a t i o n s  b e tw e e n  v a r i a b l e  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  th e rm o d y n a m ic  c y c l e  o t h e r  t h a n  T q ,  random 
c h a r a c t e r  o f  l o a d  c h a n g e s ,  e t c .
T h e r e f o r e  a  s t a t i s t i c a l  e v a l u a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l
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e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i s  f u r t h e r  r e q u i r e d .  Such e v a l u a t i o n  
can  b e  b a s e d  upon  a n a l y s i s  o f  a  m ore  c o m p l e t e  dynam ic  m odel  
o f  a R e f r i g e r a t i o n  M ach in e .
V I . 3 S t a t i s t i c a l  Dynam ic  Model o f  A R e f r i g e r a t i o n  M achine
C o n s t r u c t i o n  o f  s u c h  more  c o m p l e t e  m ode l  i s  a  s t e p  
f u r t h e r  i n  t h i s  r e s e a r c h .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  s u c h  d e v e l o p ­
ment i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a d o p t  a c e r t a i n  a p p r o a c h  a s  t o  t h e  
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  t h e r m o - p h y s i c a l  p r o c e s s e s  t a k i n g  p l a c e  
w i t h i n  t h e  e v a p o r a t i o n  s y s t e m .  The f o l l o w i n g  u n d e r s t a n d i n g  
o f  t h o s e  p r o c e s s e s  h a s  b e e n  a d o p t e d .
The c o o l i n g  c o i l  i s  t u r n e d  on o r  s h u t  o f f  i n  a c c o r d a n c e  
w i t h  t h e  t e m p e r a t u r e ,  T0b> c h a n g e s .  Such p r o c e d u r e  h a s  b e e n  
p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t e x t  a s  p e r i o d i c  o p e n i n g s  and  
c l o s i n g s  o f  t h e  s o l e n o i d  v a l v e s  on t h e  r e f r i g e r a n t  i n l e t  and  
o u t l e t  l i n e s .  I n  f a c t  t h e r e  a r e  no v a l v e s  on t h e  o u t l e t  
( v ap o r )  l i n e  o f  a c o o l i n g  c o i l  b e c a u s e  o f  s a f e t y  c o n s i d e r a ­
t i o n s  . T h e r e f o r e  t h e r e  i s  o n l y  one  v a l v e  on t h e  i n l e t  l i n e  
l e f t ,  and  ev en  when i t  i s  c l o s e d  t h e  r e f r i g e r a n t  w i t h i n  t h e  
c o i l  t u b i n g  c o n t i n u e s  t o  b o i l .  The v a p o r  f lo w s  t o  t h e  c i r c u ­
l a t i o n  r e c e i v e r  ( so m e t im e s  t h r o u g h  a l i q u i d  s e p a r a t o r )  f rom  
where  i t  i s  s u c k e d  o u t  by t h e  c o m p r e s s o r .  The amount  o f  
e f f l u e n t  v a p o r  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c o o l i n g  l o a d .
M a t h e m a t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  dynam ics  o f  t h e  
p r o c e s s e s  w i t h i n  t h e  e v a p o r a t i o n  s y s t e m  i s  b a s e d  on t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  dynamic p r o p e r t i e s  o f  t h e  e n t i r e  s y s t e m  
a r e  c o n c e n t r a t e d  w i t h i n  t h e  c i r c u l a t i n g  r e c e i v e r  ( i n c l u d i n g
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t h e  l i q u i d  s e p a r a t i o n  a r r a n g e m e n t ) . The c o o l i n g  d e v i c e s  
a r e  h e r e i n a f t e r  a s su m ed  o n l y  t o  r e p r e s e n t  f i n i t e  v a l u e s  o f  
random ly  c h a n g i n g  c o o l i n g  l o a d  ( " l o a d  e l e m e n t s " ) .
t h e  f o u n d a t i o n  o f  t h e  m ode l  a r e  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e r m a l  and  
m a t e r i a l  b a l a n c e s  o f  t h e  e v a p o r a t i o n  s y s t e m  ( c o n s t r u c t e d  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  v a p o r  component  a s  i t  f lo w s  f rom  t h e  " l o a d  
e l e m e n t s "  i n t o  t h e  " e v a p o r a t i o n  s u b s y s t e m " ) , a n d  t h e  
e x p r e s s i o n s  t h a t  r e l a t e  t h e  amount  o f  v a p o r  f l o w i n g  i n t o  t h e  
c i r c u l a t i o n  r e c e i v e r  t o  t h e  s t a t u s  o f  t h e  c o o l i n g  d e v i c e  
( c o n n e c t e d  o r  d i s c o n n e c t e d ) .
t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  r a t e  o f  c h a n g e  can  b e  e x p r e s s e d  as  
f o l l o w s :
E x p r e s s i o n  show ing  t h e  amount  o f  v a p o r  f l o w i n g  i n t o  t h e  
s y s te m  f rom  a c o i l  b e i n g  c o n n e c t e d  o r  d i s c o n n e c t e d  may be 
d e r i v e d  f ro m  t h e  b a s i c  h e a t  t r a n s f e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .
F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  s i m p l i f y i n g  t h i s  d e r i v a t i o n  t h e  
f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a r e  i n t r o d u c e d :
(1)  The e v a p o r a t i o n  t e m p e r a t u r e  Tg i s  t r e a t e d  a s  
a  v a r i a b l e  o n l y  i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  e v a p o r a t i o n  s y s t e m  
a n a l y s i s ;  f o r  a  d e s c r i p t i o n  o f  dynam ic  p r o p e r t i e s  o f  t h e
The b a s i c  t h e r m o - p h y s i c a l  r e l a t i o n s  w h ic h  c o n s t i t u t e
The mass  and  e n e r g y  b a l a n c e  e q u a t i o n s  c o n s i d e r i n g
(V I-3 1 )
(V I-3 2 )
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" l o a d  e l e m e n t s "  i t  i s  t a k e n  a s  a  c o n s t a n t  v a l u e ;
(2)  The c o o l i n g  d e v i c e s  h e a t  t r a n s f e r  f a c t o r  kF 
changes  i n  d i r e c t  p r o p o r t i o n  t o  t h e  c h a n g e s  o f  t h e  amount 
o f  l i q u i d  ammonia c o n t a i n e d  w i t h i n  t h e  c o i l s ,  i . e .
= , w h e re  A i s  a  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t  o f  p r o p o r t i o n a l i t y .
The dynam ic  e q u a t i o n  f o r  t h e  " l o a d  e l e m e n t "  r e a d s  
a s  f o l l o w s :
• AGc i< Ts p - V  ." 1 / e spt  <kF>imax<Ts p - V  - 1 / 6spt  
v j  Ah0 e Ah0 e
( V I-3 3 )
The m a t e r i a l  b a l a n c e  e q u a t i o n  o f  t h e  e v a p o r a t i o n  
s u b s y s te m  may b e  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
C L -  B/Tn rn rp
T7 10 SP" 0 V ^ a f f  _
\  RT. f  <T0> -  jm ax  " . ^ v .  “
10a ’ 6 /T ° B dT0 1 dTi  
- 2 . 3 0 3  Vv  - 2 .3 0 3 T .  '
(V I -3 4 )
The t h e r m a l  b a l a n c e  e q u a t i o n  r e a d s :
cx-B/Tq
k\  10rti V V V f <V-Gicp(V T0> - V p  -3T- <VI- 35>
The e q u a t i o n  f o r  t h e  c o m p r e s s o r  a s  a n  " e n e r g y  
c o n v e r s i o n  c o m p o n en t"  i s  t h a t  o f  an  i n t e g r a t o r :
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Ek  "  K<T0>V.0 acV (V I -3 6 )
A c c o rd in g  t o  t h e  c a t a l o g  d a t a  f o r  v a r i o u s  t y p e s  o f  
r e c i p r o c a t i n g  c o m p r e s s o r s  t h e  v a l u e  o f  K(Tq) i s  a p p r o x i ­
m a t e l y  c o n s t a n t .  T h e r e f o r e  t h e  e q u a t i o n  (V I -3 6 )  i s  f u r t h e r  
a p p l i e d  o n l y  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  t h e  s i m u l a t i o n  d a t a  p r o c e s s i n g .
c h a r a c t e r  an d  c a n n o t  b e  s o l v e d  by s i m p l e  m e th o d s  w i t h  r e s p e c t  
to  t h e  v a r i a b l e s .
n ee d ed  f o r  t h e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  t h e  e q u a t i o n s  a r e  
r e p r e s e n t e d  i n  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  o f  t h e  v a r i a b l e s  an d  t h e i r  
b a s i c  v a l u e s .  F o r  t h i s  p u r p o s e  t h e  e x p o n e n t i a l  p r e s s u r e  
f u n c t i o n  i n  b o t h  e q u a t i o n s  ( V t 3 4 )  an d  (VI-35) i s  s u b s t i t u t e d  
by i t s  l i n e a r  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  fo rm  o f  pg = + B^Tg,
a f t e r  w h ic h  t h o s e  e q u a t i o n s  can  be  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
The same e q u a t i o n s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  a f o r e ­
m e n t io n e d  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  r e a d  a s  f o l l o w s :
The r e s t  o f  t h e  d e r i v e d  e q u a t i o n s  a r e  o f  n o n - l i n e a r
I n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  r e q u i r e d  s o l u t i o n s  w h ic h  a r e
k * l<Vact .k
(V I-3 7 b )
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8, dATn dAT.
kA* l< Va c t k ’T0 ’V  -  AV Y' Ti> * " V l T  T T -  pg S i H '
(V I - 3 8 a )
. dAT.
kAFl< Va c Cl ’T0 ’Ti> -  AF2 (Y,T0 , T i ) = Gv  (V I-3 8 b )
In  t h e s e  e q u a t i o n s  Y = nG°n .
j
We now l i n e a r i z e  t h e  d i f f e r e n t i a l  f u n c t i o n s  A$^,
A$2 » AF^, an d  AF2  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  mean c o n s t a n t  v a l u e s  
o f  t h e  v a r i a b l e s ,  an d  a f t e r  n e g l e c t i n g  t h e  t e r m s  o f  i n f i n i t e ­
s im a l  o r d e r  we g e t :
3$-, 3$, 3$1
"  CF 7 ~ T ) AVa c t .  +  AT0 +  <3T7> ATi '  (VX-39a)
k m mm
3$9 3 $ 9
A$2 = (T T ) AY +  ( 3T^) ATi« (V I -3 9 b )
111 1 mm
3F. 3F. 3F,
AF1 -  < 3 V ^ 7 >  AVa o t k  +  AT0 +  ‘ s T ?  ATi -  ( V I ' 39c)
m m m
3F9 3F9 3F9
AF2 “  (T T > mAY + <7TJ> AT0 + <3T7> ATi -
m m
(V I-3 9 d )
A f t e r  s e v e r a l  f u r t h e r  c h a n g e s  we g e t  t h e  dynamic 
e q u a t i o n s  o f  t h e  e v a p o r a t i o n  s u b s y s t e m  w i t h  r e s p e c t  t o
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v a r i a b l e s  Tg and  i n  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :  
dATg(t)
v 1 - + kAT0 ( t )  = a 1 AVa c t  ( t ) + a 2A Y ( t )+ a 3 ATi ( t )  , (V I -4 0 a )
1c
dAT, ( t )
v2 — cE  + ATi ^ >  = a 4 AVa c t  ( t ) + a 5A Y ( t )+ a 6AT0 ( t ) .  (V I-4 0 b )
w h e r e :
V -  a  -  a  - t lVI Al • a l  A j -  3 A3
„ _ Gv ,  _ A7 Tlm -Tom a A8
U2 ' V  34 ' ' K ’ 5 ‘ “^6 ! 6 = '
A1 -  < W o m> V  A2 -  VS^ L  '  1 ( T^ - T« >
2 V
A = - ( ft — O Q OIIK _ 1 .
V ( n  . 4-fi . T 7  • T Z th  T > ~  L >
3 " V W o m ’ ' W  1 '  1 Ti
A =. , RTim +  Ti m+Tom A .  \  . T + .  t 2 . < ”
4 W ¥ J  G ’ 5 "  G1 S T  ^ om 1 om '  s  -v  v  im v
V,h, n ct, +8i  T
A6 -  + <1- A7 -  RT °m <Tim-Tom> •
im im
A8 * T T  <61 -  T 1 -  -  231 T2 2 ) +  K njt m nm vJ
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The s e t  o f  e q u a t i o n s  so d e r i v e d  r e p r e s e n t s  a  s i m p l i ­
f i e d  dynamic m odel  o f  a  R e f r i g e r a t i o n  M achine  w i t h  a  d i r e c t  
e v a p o r a t i o n  c o o l i n g  s y s t e m  an d  f o r c e d  c i r c u l a t i o n .  T h i s  
model t u r n e d  o u t  t o  b e  s u i t a b l e  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  t h e  
d e s c r i b e d  r e s e a r c h .
V I .3 .  Some P r a c t i c a l  R e s u l t s
As i t  h a s  b e e n  shown above  ( C h a p t e r  I ,  f o r m u l a  ( 1 - 1 4 ) ) ,  
cLst h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  can  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  e n e r g y  
f l u x e s  and  th e rm o d y n a m ic  f o r c e s  X^. The random f l u c t u a t i o n  
o f  t h e s e  f l u x e s  an d  f o r c e s  c an  b e  c o n s i d e r e d  by  t h e  d e v e l o p e d  
model  ( e q u a t i o n s  ( V I - 4 0 ) ) . By means o f  e n t e r i n g  t h i s  m odel  
i n t o  a c o m p u te r ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  e q u a t i o n  f o r  e n e r g y  l o s s e s  
due t o  i r r e v e r s i b i l i t y  o f  t h e  d i s c u s s e d  p r o c e s s e s  w h ic h  a r e  
above d e r i v e d  a s  f u n c t i o n s  o f  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  u n d e r  
v a r i a b l e  th e rm o d y n a m ic  s t a t e  p a r a m e t e r s ,  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  
mean t h e r m a l  e f f i c i e n c i e s  c a n  be o b t a i n e d  f rom  c o m p u te r  o u t ­
p u t  d a t a ,  i f  c h a n g i n g  t h e r m a l  l o a d s  a r e  i n t r o d u c e d  a s  random 
num bers .  Such e x p e r i m e n t s ,  a l o n g  w i t h  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i ­
g a t i o n s  o f  e n e r g y  e f f i c i e n c i e s  o f  i n d u s t r i a l  r e f r i g e r a t i o n  
m a c h in e s ,  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  h a v e  
c o n f i r m e d  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  d e v e l o p e d  m odel  an d  i t s  
p r a c t i c a l  a d e q u a c y .
The r e s u l t s  o b t a i n e d  h a v e  b e e n  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d  
( 2 6 ) ,  ( 2 7 ) ,  and  ( 2 8 ) ,  and  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e r e t i c a l  
p r e d i c t i o n s  an d  a c t u a l  ( e x p e r i m e n t a l l y  o b t a i n e d )  e n e r g y  
e f f i c i e n c y  v a l u e s  h a s  b e e n  i d e n t i f i e d  w i t h i n  a  15% r a n g e .
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Those r e s u l t s  h a v e  p r o v e n  t h a t  a p p l i c a t i o n  o f  m e th o d s  o f  
i r r e v e r s i b l e  th e rm o d y n a m ic s  t o w a r d s  e v a l u a t i o n s  o f  e n e r g y  
e f f i c i e n c i e s  f o r  v a r i o u s  a u t o m a t i c a l l y  c o n t r o l l e d  t h e r m a l  
sy s tem s  h a s  a v e r y  good  p r o s p e c t i v e ,  an d  a d d i t i o n a l  r e s e a r c h  
s h o u ld  be  p e r f o r m e d  i n  o r d e r  t o  d e v e l o p  s u i t a b l e  m e th o d s  o f  
e v a l u a t i o n  o f  e f f i c i e n c i e s  w i t h i n  t h e  f ra m e w o rk  o f  
I r r e v e r s i b l e  T h e rm o d y n a m ic s .
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